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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ 

 

УКГ2012 – Український квазігеоїд 2012 

AGP – Arctic Gravity Project (Арктичний Гравітаційний Проект) 

ASHA – Adjusted spherical harmonic analysis (Скоригований сферичний 

гармонічний аналіз) 

EGM 2008 – Earth Global Model 2008 ( Глобальна Модель Землі 2008) 

ERS   –   European   Remote - Sensing   Satellite   (Європейський   супутник   

дистанційного зондування) 

GOCE – Gravity field and steady-state Ocean Circulation Explorer –  

Провідник гравітаційного поля і стаціонарної циркуляції океанічних 

вод  

GRACE – Gravity Recovery And Climate Experiment (супутникова місія) 

GPS – Global Positioning System (Глобальна позиційна система) 

ICGEM  –  International  Centre  for  Global  Earth   Models – Міжнародний 

центр глобальних моделей Землі 

JASON – Journées Altimétriques Satellitaires pour l'Océanographie  

 (Супутниковий альтиметр для океанографії) 

EIGEN – European  Improved   Gravity  model  of  the   Earth   by   New 

techniques (Європейська Покращена Гравітаційна модель Землі з 

використанням Нових методів) 

ENVISAT – Environmental Satellite (Екологічний супутник) 

LAGEOS – LAser GEOdynamics Satellite – Супутник лазерної геодинаміки 

NGA – The National Imagery and Mapping Agency (Національне агентство 

геопросторової розвідки) 

SCHA – Spherical cap harmonic analysis (Гармонійний аналіз на сферичній 

,,шапці”) 
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TOSCA – Translated origin spherical cap harmonic analysis (Гармонійний 

аналіз на сферичній ,,шапці” зі зміщеним початком координат) 
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ВСТУП 

Актуальність теми досліджень. Починаючи з фундаментальних 

досліджень Лежандра і Гаусса в області теорії Ньютонівського потенціалу, 

класичним представленням гравітаційного поля або відповідного гравітацій-

ного потенціала небесних тіл став його запис у вигляді нескінчених рядів 

кульових функцій Лежандра, яке прийняло міждисциплінарне значення при 

вивченні статичних і залежних від часу полів Землі і планет. Слід зауважити, 

що така параметризація гравітаційного потенціалу не тільки вважається 

стандартною, але й однією з найкращих для розв’язування сучасних наукових і 

прикладних задач небесної механіки, супутникової геодезії, глобальної 

геодинаміки тощо. 

Основною задачею геодезії є визначення фігури, гравітаційного поля 

Землі та їх зміни в часі. Знання форми та розмірів Землі необхідні в багатьох 

галузях, перш за все для визначення положення об’єктів на земній поверхні і 

правильного їх відображення у вигляді карт, планів і цифрових моделей 

місцевості. Фігуру Землі в залежності від поставлених задач можна розглядати 

як сферу, еліпсоїд обертання, геоїд чи квазігеоїд.  

На сьогоднішній день побудовано багато глобальних і регіональних 

моделей гравітаційного поля різного рівня точності. Наприклад, однією з 

перших моделей надвисокого рівня точності була модель EGM2008, 

побудована до 2190 степеня і 2159 порядку. Під час її побудови 

використовувалися гравіметричні та альтиметричні дані, а також дані з 

супутника GRACE. Також слід відмітити модель EIGEN-6C4, побудовану в 

2014 році до 2190 степеня/порядку. Як вихідні дані для побудови цієї моделі 

використовувалися  гравіметричні та альтиметричні дані, а також дані з 

супутників GOCE, GRACE i LAGEOS. Слід відмітити, що існує ряд моделей, 

побудованих виключно за супутниковими даними, проте до значно нижчих 

порядків. Наприклад, модель GGM05G побудована за даними з супутників 

GOCE і GRACE в 2015 році до 240 степеня/порядку. Що стосується 

регіональних гравітаційних моделей, наприклад, в 2012 році була побудована 
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модель УКГ2012 на територію України з використанням методу середньої 

квадратичної колокації. Як вихідні дані використовувалися дані з шести 

альтиметричних місій ERS-1, ERS-2, TOPEX-POSEIDON, GFO, ENVISAT i 

JASON-1, а також дані GPS-нівелювання на 4070 пунктах та відомості про 

топографію. Проте з появою все нових і точніших даних виникає необхідність 

уточнення вже існуючих і побудови нових моделей гравітаційного поля. 

У зв’язку з відсутністю достатньої кількості даних на полюсах Землі 

навіть високоточні моделі гравітаційного поля не дозволяли обчислювати 

трансформанти гравітаційного поля з потрібною точністю в цих регіонах. Для 

вирішення цієї проблеми на міжнародній конференції по Арктичному Полю в 

м. Целле (Німеччина) в жовтні 1998 року виникла ініціатива розробити 

докладну гравіметричну базу даних на територію Арктики. З метою створення 

регіонального (квазі)геоїда на територію Арктики організацією NGA було 

розроблено AGP, який передбачав створення гріду гравітаційних аномалій у 

вільному повітрі роздільною здатністю 5'×5' на дану територію з використан-

ням даних аерогравіметрії, супутникової альтиметрії, а також даних морської 

гравіметрії. Задекларована точність цих даних наступна: дані аерогравіметрії 

мають точність порядку 2 мГал, дані морської гравіметрії – 6 мГал, а точність 

даних супутникової альтиметрії < 5 см [81]. Таки чином, очікувана точність 

висот (квазі)геоїда складає 15 см. Використання цих даних дає змогу 

побудувати регіональну гравітаійну модель на територію Арктики. 

Для побудови регіонального гравітаційного поля на територію Арктики 

(на регіон, який за формою нагадує сегмент сфери) необхідно підібрати 

відповідний метод. Томпсон і Тет розширили сімейство функцій Лежандра, 

ввівши функції Лежандра цілого степеня і дійсного порядку, які формують 

ортогональну систему функцій на сегменті сфери, проте на всій сфері вони є 

неортогональними. Вперше на практиці їх використав Haines G.V. в 1988 р. для 

моделювання регіонального магнітного поля. Основними сучасними світовими 

експертами в даних питаннях вважаються Haines G.V., de Santis A., Torta G.M., 

Thebault E., Hwang C. та ін. Крім того, поліноми Лежандра з дробовими 
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індексами було застосовано О. Марченком для побудови сімейства коваріацій-

них функцій, що базуються на потенціалах радіальних мультиполів. 

Вагомою проблемою побудови моделі гравітаційного поля є велика 

кількість вихідних даних, що потребує значних затрат часу і машинних ресурсів 

при побудові такого поля. Тому в роботі поставлено задачу оптимізації процесу 

створення моделі регіонального гравітаційного поля з використанням 

сферичних функцій Лежандра цілого степеня і дійсного порядку. 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Розробки 

автора використовувалися в рамках науково-дослідної роботи Національного 

університету «Львівська політехніка»: «Комплексна геодинамічна модель 

гравітаційного поля і деформацій земної кори регіону Чорного моря за 

супутниковими даними», («Геоїд»), (заключний), номер держреєстрації 

0111U001213. 

Мета та задачі. Основною метою дисертаційної роботи є вдосконалення 

існуючих методів побудови регіональних гравітаційних полів та побудова 

комбінованої моделі регіонального гравітаційного поля. Для створення 

високоточної моделі регіонального гравітаційного поля високої роздільної 

здатності слід використовувати велику кількість вихідних даних. Основний 

акцент поставлено на розробку такої регулярної сітки, яка б дозволила 

обчислювати розріджену матрицю нормальних рівнянь і пришвидшити процес 

її обертання з використанням функцій Лежандра цілого степеня і дійсного 

порядку на сегменті сфери.  

Основними завданнями дисертаційної роботи є: 

– аналіз різних методів побудови моделей глобального та регіонального 

гравітаційних полів; 

– розробка алгоритму опрацювання даних гравітаційних аномалій у 

вільному повітрі на сегменті сфери; 

– удосконалення методів побудови моделей регіонального 

гравітаційного поля за даними гравітаційних аномалій у вільному 

повітрі; 
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– виведення формул для обчислення і обертання розрідженої матриці 

нормальних рівнянь; 

– побудова комбінованого розв’язку моделі регіонального гравітацій-

ного поля на територію Арктики за даними гравітаційних аномалій у 

вільному повітрі; 

– перевірка побудованої моделі з даними GPS-нівелювання на регіон 

Арктики. 

 

Об’єктом досліджень є регіональне гравітаційне поле Землі, а 

предметом досліджень в дисертаційній роботі є метод ASHA побудови моделі 

регіонального гравітаційного поля високої роздільної здатності за даними 

гравітаційних аномалій у вільному повітрі. 

Основним методом досліджень є запропонована в роботі модифікація 

методу ASHA для опрацювання даних гравітаційних аномалій у вільному 

повітрі з AGP. 

Наукова новизна одержаних результатів полягає в тому, що: 

1. Розроблено алгоритм побудови регіональних гравітаційних полів 

методом ASHA; 

2. Виведено формули для обчислення та обертання розрідженої 

матриці нормальних рівнянь; 

3. Розроблено модифікацію методу ASHA, яка дозволяє значно 

скоротити час обчислення невідомих коефіцієнтів моделі; 

4. Створено модель регіонального гравітаційного поля на територію 

Арктики за даними гравітаційних аномалій у вільному повітрі до 150 

степеня/порядку;  

  Практичне значення результатів. Важливим практичним аспектом 

створення моделі регіонального гравітаційного поля з використанням 

вищезгаданого алгоритму є можливість уточнення вже існуючих моделей 

регіональних (на даний регіон) і глобальних гравітаційних полів. Максимально 

якісний розв’язок можна отримати у випадку використання великої кількості 
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вихідних даних. Тому дана дисертаційна робота спрямована на створення 

методів, які дають змогу обчислення моделі на основі великої кількості 

різнорідних даних з використанням властивостей ортогональності базових 

функцій на сегменті сфери. 

 Особистий внесок здобувача. Основні наукові положення, які становлять 

зміст дисертації, були сформульовані та вирішені автором самостійно. 

Особистий внесок автора полягає у обґрунтуванні методу апроксимації 

регіонального гравітаційного поля та розроблення модифікації даного методу, 

яка дала змогу використовувати дискретні ортогональні властивості базових 

функцій. 

 У роботах, опублікованих у співавторстві, дисертантові належать: [13] – 

виведення основних формул та виконання основних обчислень, [19] – 

підготовка вихідних даних та виконання обчислень, [20] – підготовка вихідної 

інформації і деякі ілюстрації, [74, 76] – виконання основних обчислень та 

ілюстрації. 

  Апробація результатів дисертації. Матеріали дисертаційних досліджень 

було представлено на 5 міжнародних конференціях, а саме: 

– IV міжнародна наукова конференція «Innowacyjne technologie geodezyjne – 

zastosowanie w roznych dziedzinach gospodarki» 

(Поланчик, Польща, 22-24 травня 2013 р.) 

– міжнародна наукова конференція «Internationales Vortragsprogramm» 

(Нойбранденбург, Німеччина, 21 червня 2013 р., 22 червня 2014 р.) 

– міжнародна наукова конференція «Геофорум» 

(Брюховичі, Україна, 24 квітня 2015 р.) 

– VІ міжнародна наукова конференція «Innowacyjne technologie geodezyjne – 

zastosowanie w roznych dziedzinach gospodarki» 

(Камьонка, Польща, 10-12 червня 2015 р.) 

Публікації: за результатами дисертаційних досліджень опубліковано 7 

наукових праць, з яких 6 статей у наукових фахових виданнях України, 3 з 
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яких у науковому періодичному виданні України, що входить до міжнародної 

наукометричної бази, і 1 у збірнику конференцій.   
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РОЗДІЛ 1. ОСНОВНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ  

ГРАВІТАЦІЙНОГО ПОЛЯ ЗЕМЛІ 

1.1 Потенціал і прискорення вільного падіння 

Згідно закону всесвітнього тяжіння Ньютона, дві матеріальні точки з 

масами 1т  та 2т , відстань між якими l, притягують одна одну з силою 

2

21

l

mm
GF  ,                                                      (1.1) 

де G – гравітаційна стала. Ця сили направлена вздовж лінії, що з’єднує ці точки 

[27]. 

 Хоча маси 1т  та 2т  притягуються одна до одної абсолютно симетрично, 

вважатимемо одну з них такою, що притягує, а іншу такою, що притягується. 

Для спрощення приймемо масу, що притягується, рівною одиниці, а масу, що 

притягує, позначимо як т . Тоді формула (1.1) перепишеться 

2l

m
GF  .                                                     (1.2) 

 Формула (1.2) виражає силу, з якою маса т  діє на одиничну масу, що 

знаходиться в точці Р на відстані l від маси т . 

 Введемо прямокутну систему координат і позначимо в ній координати 

матеріальної точки з масою т  як  ,, , а координати точки Р як zyx ,, . Силу 

притягання позначимо вектором F (рис. 1.1). 

 

Рис. 1.1 Компоненти сили притягання 
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 Замість векторної функції F зручніше користуватися скалярною функцією 

l

m
GV  .                                                      (1.3) 

Функція V називається потенціалом сили притягання. Компоненти 

zyx FFF ,,  сили притягання F можуть бути представлені у вигляді 

.;;
z

V
F

y

V
F

x

V
F zyx














                                            (1.4) 

В  свою  чергу,  потенціал  твердого  тіла  (рис.  1.2)  можна  виразити  за  

 

Рис. 1.2 Потенціал твердого тіла 

допомогою інтегралу Ньютона [67] 











ddd

zyx
GzyxV

222 )()()(

),,(
),,( ,                   (1.5) 

де   – функція густини,   – об’єм, диференціал якого 

 dddd  .                                                                (1.6) 

Якщо  222 )()()(  zyx , то потенціал V поводить себе як 

потенціал точкової маси, що розташована в центрі мас твердого тіла [25]. 

Можна показати, що потенціал притягання всередині тіла задовольняє 

рівнянню Пуассона 
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GV 42  ,                                            (1.7) 

де   – оператор Набла. Ззовні притягуючих мас потенціал притягання 

задовольняє рівнянню Лапласа  

02  V ,                                                   (1.8) 

тобто потенціал притягання є гармонійною функцією в порожньому просторі. 

 Якщо розглядати обертання Землі, потенціал відцентрової сили  

визначається формулою 

22

2

1
),,( zdzyxQ  ,                                           (1.9) 

де   – це кутова швидкість обертання Землі, а 22 yxd z   – це відстань до осі 

обертання z. 

 Потенціал сили тяжіння W є сумою потенціалу притягання і потенціалу 

відцентрової сили 

QVW  .                                              (1.10) 

Вектор прискорення сили тяжіння g


 є градієнтом потенціалу сили тяжіння 

Wg 


.                                                (1.11) 

 З теорії гармонічних функцій відомо, що знання однієї еквіпотенціальної 

поверхні дозволяють знайти повністю гармонічну функцію ззовні такої 

поверхні [2]. 

 Для вивчення форми Землі однією з найважливіших еквіпотенціальних 

поверхонь є геоїд (рис. 1.3). 

 

Рис. 1.3 До визначення еліпсоїда, геоїда і топографії 
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 Оскільки геоїд є еквіпотенціальною поверхнею, сила тяжіння є 

перпендикулярною до нього в кожній точці. Для знаходження поверхні геоїда 

необхідно знайти потенціал сили тяжіння 
0W  [24] 

constWzyxW  0),,( .                                        (1.12) 

 Зазвичай потенціал W розділяють на нормальний потенціал U і 

збурюючий потенціал T 

),,(),,(),,( zyxTzyxUzyxW  .                                 (1.13) 

Нормальний потенціал U визначається як потенціал рівневого еліпсоїда 

обертання. Центр такого еліпсоїда збігається з центром мас Землі, а його 

головна вісь інерції з віссю обертання Землі. Рівневий еліпсоїд обертається з 

такою самою кутовою швидкістю, як і реальна Земля. Маса даного еліпсоїда 

співпадає з масою Землі. Нормальний потенціал U0 сили тяжіння на поверхні 

рівневого еліпсоїда дорівнює реальному потенціалу 
0W  сили тяжіння [3]. 

В такому випадку зручно ввести еліпсоїдальні координати ),,( h , 

віднесені до еліпсоїда 
00)0( WUhU  , де h – це висота над еліпсоїдом, а   і   

  – геодезичні довгота і широта відповідно. Тоді (1.13) перепишеться 

),,(),(),,(  hThUhW  ,                                 (1.14) 

а геоїд в еліпсоїдальних координатах є еквіпотенціальною поверхнею, для якої 

0)),0((),),,(( UhUNhW   ,                          (1.15) 

де ),( N  – звичайне представлення геоїда як висот N по відношенню до 

еліпсоїда. 

 Отже, еліпсоїд і геоїд утворюють дві поверхні віднесення, відносно яких 

може бути задана висота точки. Позначимо висоту земної поверхні, або висоту 

топографії, над еліпсоїдом th , а над геоїдом Н (рис. 1.3) : 

),(),(),(  HNht  .                                        (1.16) 

 Нормальний потенціал подібно до потенціалу сили тяжіння також 

складається з двох компонент: нормального потенціалу притягання аU  і 

нормального потенціалу відцентрової сили Ф 

ФUU a  ,                                                  (1.17) 
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і, очевидно, збурюючий потенціал 

),(),,(),,(  hUhWhT аа                                   (1.18) 

не містить в собі потенціалу відцентрової сили і є гармонічним ззовні 

притягуючих мас. 

 Градієнт нормального потенціалу 

U


                                                (1.19) 

є вектором нормальної сили тяжіння. 

1.2 Аномалії висоти 

Для визначення фізичної поверхні Землі відносно поверхні рівневого 

еліпсоїда використовують геодезичну систему координат ),,( th . Геодезичну 

висоту можна подати у вигляді суми двох доданків за допомогою введення 

допоміжної поверхні – квазігеоїда [3]. Перша частина – відстань від квазігеоїда 

до точки фізичної поверхні Землі по нормалі до відлікової поверхні, яка 

називається нормальною висотою. Її визначають із геометричного нівелювання.  

Друга частина, а саме аномалія висоти ),(  , може бути визначена як відстань 

від земної поверхні до точки, в якій нормальний потенціал U має таке ж 

значення, як і геопотенціал W на земній поверхні 

),,(),,(   tt hUhW ,                                (1.20) 

де 
th  – геодезична висота. Схематично аномалію висоти зображено на 

рисунку 1.4.  

Аномалії висот можна визначити за допомогою астрономо-

гравіметричного нівелювання, використовуючи астрономо-геодезичні 

відхилення прямовисних ліній, або через гравітаційні аномалії у вільному 

повітрі. Поверхня з висотою ),(    над еліпсоїдом називається квазігеоїдом. 

Висоти квазігеоїда над еліпсоїдом завжди рівні аномаліям висот, що 

визначаються в точках фізичної поверхні Землі. 
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Рис. 1.4 До визначення аномалії висоти   

 В свою чергу, поверхня th  називається телуроїдом [41]. Іншими 

словами, поверхня телуроїда – це фізична поверхня Землі в першому 

наближенні. Слід зауважити, що поверхня квазігеоїда не має фізичного сенсу, 

але дуже добре апроксимує поверхню геоїда [56]. В областях, де Nht   (або 

0H ), тобто на поверхнях морів та океанів, квазігеоїд збігається з геоїдом, що 

легко бачити з рівняння (1.20), використавши рівняння (1.16) 

),,(),,(   HNUhNW .                               (1.21) 

Поклавши 0H , отримаємо 

),(),,(   NUNW .                                      (1.22) 

Звідси видно, що значення висоти геоїда 

0,  HякщоN  .                                         (1.23) 
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 Слід відмітити, що формула (1.20) справедлива не тільки для висот 
thh   

на земній поверхні. Загальна аномалія висоти ),,(  hgg   для довільної 

висоти h може бути знайдена як 

),(),,(  ghUhW  .                                    (1.24) 

1.3 Гравітаційні аномалії у вільному повітрі 

Найбільш важливою характеристикою аномального гравітаційного поля 

Землі є гравітаційні аномалії у вільному повітрі, які отримують із вимірювань. 

Гравітаційною аномалією у вільному повітрі називається різниця між 

виміряним g і нормальним γ значенням прискорення вільного падіння в пункті 

спостережень 

 gg .                                            (1.25) 

Гравітаційна аномалія у вільному повітрі називається ,,чистою”, якщо 

виміряне значення g і нормальне значення γ віднесені до однієї і тієї ж точки 

земної поверхні, а якщо ці значення відносяться до різних точок простору, то 

тоді така аномалія називається ,,змішаною” [3]. 

Градієнт збурюючого потенціалу Т позначається g


  і має наступний 

вигляд: 

),(),,(),,(),,(  hUhWhThg 


.               (1.26) 

Отже,  ,,чиста” аномалія g  – це різниця наступних величин 

),(),,(),,(  hUhWhg  .                        (1.27) 

В принципі, g  можна визначити для будь-якої висоти h, якщо відомі 

потенціали W і U. 

,,Змішана” аномалія g  – це різниця між значенням сили тяжіння в даній 

точці ),,( h  та нормальною силою тяжіння в точці з координатами ),(   та 

висотою gh   [21]: 

tg hhдляhUhWhg  ,),(),,(),,(  ,                (1.28) 

або в загальному вигляді [88] 

),(),,(),,(  ghhghg  .                            (1.29) 
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 В (1.29) передбачається, що 
thh  , тобто точка лежить на земній поверхні 

або ззовні. В такому випадку гравітаційна аномалія у вільному повітрі є 

функцією в просторі поза масами [106]. Перевагою такого визначення є те, що 

виміри сили тяжіння W  на земній поверхні можуть бути використані без 

всяких редукцій [7]. 

 Слід відмітити, що, наприклад, при використанні формули Стокса для 

визначення поверхні геоїда необхідно, щоб гравітаційні аномалії у вільному 

повітрі g  були відомі на поверхні геоїда. Ця вимога накладає дві умови: по-

перше, сила тяжіння g  має бути віднесена до поверхні геоїда; по-друге, ззовні 

геоїда не повинно бути ніяких мас. Для віднесення сили тяжіння до поверхні 

геоїда необхідно виконати редукції [42]. Відповідно, редукції сили тяжіння 

складаються із таких кроків: топографічні маси поза геоїдом повністю 

видаляються або переносяться нижче рівня моря [94]; далі пункт виміру сили 

тяжіння переміщують з земної поверхні (точка Р) на геоїд (точка Р0), що 

зображено на рисунку 1.5. 

 

Рис.1.5 До редукції сили тяжіння 

 

1.4 Висновки до розділу 1 

В даному розділі описано теорію потенціалу. Особливу увагу приділено 

функції потенціалу сили тяжіння, сили притягання і відцентрової сили. Також 

дано визначення геоїда як еквіпотенціальної поверхні потенціалу сили тяжіння 

і розглянуто поверхні квазігеоїда і телуроїда. 
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Крім цього, подано основні відомості про аномалії висоти, а також 

розглянуто ,,чисті” і ,,змішані” гравітаційні аномалії у вільному повітрі. 

Описано процес редукції гравітаційних аномалій у вільному повітрі. 

Слід відмітити, що на сьогоднішній день використовують ,,чисті” 

гравітаційні аномалії у вільному повітрі, які отримують із GPS-вимірів і вимірів 

у пункті спостережень. 

Загалом в даному розділі подано формули, необхідні для наступних 

дисертаційних досліджень. Наприклад, в другому розділі розглядаються методи 

моделювання потенціалу сили притягання (1.5). 

Також на основі вищенаведених співвідношень в 4 розділі розглядати-

меться побудова поверхні (квазі)геоїда з використанням гравітаційних аномалій 

у вільному повітрі (1.25). 
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РОЗДІЛ 2. МЕТОДИ АПРОКСИМАЦІЇ ГЕОПОТЕНЦІАЛУ 

Існує велике різноманіття методів подання гравітаційного поля, кожен з 

яких відповідає модельному або операційному підходам фізичної геодезії. 

Операційний підхід вимагає апріорного вивчення додаткової інформації про 

гравітаційне поле Землі. Врахування цієї інформації дозволяє одержати стійкий 

розв’язок та призводить до оптимальних лінійних оцінок. Недоліком цього 

методу є те, що порядок матриці, яка підлягає обертанню, співпадає з кількістю 

вихідних даних. Модельний підхід передбачає знаходження невідомих 

коефіцієнтів моделі на основі вихідних даних, за допомогою яких можна 

знаходити геопотенціал та його трансформанти. 

Також слід відмітити, що розрізняють окремо методи подання 

гравітаційного поля глобального та регіонального масштабів.   

На сьогоднішній час основними методами побудови гравітаційного поля є   

розклад потенціалу в ряд за сферичними чи еліпсоїдальними функціями, 

використання радіальних та нецентральних мультиполів, вейвлет-аналіз, 

середня квадратична колокація, методи інтегральних перетворень, методи 

параметричної апроксимації та комбіновані методи, метод швидкого 

перетворення Фур’є тощо. 

 В даному розділі проводиться огляд і аналіз деяких методів, які прямо чи 

опосередковано пов’язані з методом моделювання гравітаційного поля, 

запропонованим і апробованим в даній дисертаційній роботі.  

2.1   Кульові функції 

Аналітичні вираження потенціалу притягання однорідних тіл достатньо 

складні навіть для тіл простої форми. Тому часто використовують способи 

наближеного представлення потенціалів у вигляді нескінченних рядів того чи 

іншого виду. Найзручнішим і широко використовуваним способом розкладу 

потенціалів в нескінченний ряд є розклад за кульовими або сферичними 

функціями. 
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Як відомо, потенціал – функція гармонічна поза притягуючими масами. В 

сферичній системі координат оператор Лапласа має наступний вигляд 
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де Δ – оператор Лапласа, r, ,λ – сферичні координати. 

Якщо ми спробуємо розв’язати рівняння Лапласа ΔV = 0 в сферичних 

координатах методом розділення змінних за допомогою добутку трьох функцій, 

кожна з яких залежить тільки від однієї сферичної координати  

),()()(  hgrfV                                                (2.2) 

то ми, очевидно, отримаємо три диференційні рівняння другого порядку 
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 Згідно задачі Штурма-Ліувілля [24, 49], в рівняннях (2.3) n і m – цілі 

невід’ємні числа, які визначають відповідно степінь і порядок даних функцій. 

Крім того,  

)()(),(  hgYn  .                                              (2.4) 

Функції (2.4) називають поверхневими сферичними функціями Лежандра.  

 Таким чином, розв’язок рівняння (2.3) набуде вигляду [52] 

nrrf )(  або 
1

1
)(




nr
rf ,                                       (2.5а) 

)(cos)(  nmPg   або )(cos)(  nmQg  ,                            (2.5б) 

 mh cos)(   або  mh sin)(  ,                                 (2.5в) 

де )(cosnmP та )(cosnmQ – приєднані сферичні функції Лежандра першого та 

другого роду відповідно. 

 Звичайно, не всі функції (2.5) використовують для представлення 

геопотенціалу через невідповідність їх властивостей. Так, використовують 

другу функцію з (2.5а), першу – з (2.5б) і обидві з (2.5в). 
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 Функції )(cosnmP визначаються наступним чином: 
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де .cost  

 Точний вираз для сферичних функцій Лежандра першого роду можна 

представити в наступній формі 

,
)!2()!(!

)!22()1(
)1(2)(

0

0

222 









n

k

kmn
km

n

nm t
kmnknk

kn
ttP                       (2.7) 

де n0 – максимальне ціле, яке не більше (n-m)/2. 

 У випадку, коли m=0, маємо справу з поліномами Лежандра [28] 

(поліномами від t степені n) :  
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n
tPtP                                        (2.8) 

 Графіки перших семи поліномів Лежандра зображено на рисунку 2.1. 

 Розглянемо дані функції в прямокутній декартовій системі координат. 

Кульовою функцією степені n називається цілий однорідний многочлен степені 

n від змінних x,y,z, який задовольняє рівнянню Лапласа. Позначимо його через 

Vn(x,y,z). 

 В силу основної властивості однорідних функцій 
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де 222 zyx  . 

 Якщо перейдемо до сферичних координат, отримаємо  
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zyx

V 







                                       (2.10) 

 Функція ),( nY є однорідною функцією степені n від  cossin  ,  sinsin  , 

cos . Зв’язок між кульовими і сферичними функціями виражається 

співвідношенням  
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Рис. 2.1. Поліноми Лежандра як функції cost :  

n парне (зверху) і n непарне (знизу) 

).,(),,(  n

n

n YzyxV                                            (2.11) 

 Геометрично сферичні функції можна представити наступним чином. 

Гармоніки з m=0 (поліноми Лежандра) є поліномами від t степені n, отже, вони 

мають n нулів. Всі ці нулі є дійсними і знаходяться в інтервалі -1≤t≤+1, або, 

відповідно, 0≤ ≤π (рис. 2.1). Таким чином, гармоніки при m=0 змінюють свій 

знак n разів на цьому інтервалі; крім того, вони не залежать від λ. Їх 

геометричне представлення показано на рисунку 2.2(а). Оскільки вони ділять 

сферу на зони, їх також називають зональними [2].   
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 Приєднані функції Лежандра змінюють знак n-m разів на інтервалі 0≤ ≤π. 

Функції cosmλ і sinmλ мають 2m нулів на інтервалі 0≤λ≤2π, тож геометричне 

представлення гармонік при m≠0 показано на рисунку 2.2(b). Вони ділять сферу 

на частини, в яких вони по черзі додатні і від’ємні, подібно до шахової дошки, і 

називаються тесеральними гармоніками. Зокрема, при n=m, вони 

вироджуються в функції, які ділять сферу на додатні і від’ємні сектори, і в 

такому випадку їх називають секторіальними гармоніками (рисунок 2.2(c)).  

 

Рис. 2.2. Види сферичних гармонік : (a) зональні,  

(б) тесеральні, (в) секторіальні 

 Практично будь-яку функцію на сфері можна розкласти в ряд за 

сферичними функціями 
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де anm і bnm – коефіцієнти Фур’є, а Rnm і Snm – допоміжні функції, які можна 

знайти із наступного рівняння 
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 Функції (2.13) володіють властивістю ортогональності . Дві комплексно-

значні функції )(1 t  і )(2 t , що належать простору Лебега )(2 EL , де Е – вимірна 

множина, називають ортогональними, якщо 0)()( 21 
E

dttt   [32]. На основі 

властивості ортогональності функцій (2.13) можна записати  
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де dσ – елемент сфери, а інтегрування проводиться по всій поверхні сфери. 

 Для більш зручного використання функцій (2.13) їх замінюють на 

повністю нормовані функції ),( nmR , ),( nmS . ,,Повністю нормовані” сферичні 

функції – це ,,нормовані” функції в сенсі теорії дійсних функцій. Вони 

визначаються наступним чином 

).0(

),(
)!(

)!(
)12(2),(

),(
)!(

)!(
)12(2),(

);(cos12),(12),( 00



























m

S
mn

mn
nS

R
mn

mn
nR

PnRnR

nmnm

nmnm

nnn







                     (2.15) 

 Для функцій (2.15) властивість ортогональності (2.14) залишається 

справедливою. Крім цього, випливають наступні співвідношення 

.1
4

1

4
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 Для визначення коефіцієнтів розкладу функції в ряд за сферичними 

функціями необхідно мати достатньо велику кількість значень функцій 

сферичних координат на всю земну поверхню, використовуючи для цього 

результати вимірювань в окремих пунктах. 
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 На практиці обмежуються розкладом до певного порядку 
mK , нехтуючи 

всіма наступними членами розкладу [95]. Якщо розклад у ряд за сферичними 

функціями виконують до порядку 
mK , то число коефіцієнтів розкладу 

становить (
mK +1)2. 

 Задача визначення цих коефіцієнтів при високих степенях розкладу 

ускладнюється в технічному розумінні. 

 Існуючі методи визначення цих коефіцієнтів можна розділити на дві 

групи. До першої групи належать методи, які базуються на визначенні 

коефіцієнтів розкладу за даними значень функції в окремих точках. До другої 

групи – за усередненими значеннями функції для деяких площ на поверхні 

сфери. До першої групи можна віднести спосіб Гаусса і два способи Неймана, 

до другої – спосіб найменших квадратів та спосіб числового інтегрування. 

 Слід зауважити, що значення функції в окремих точках знаходять із 

спостережень, які дуже нерівномірно розподілені на земній поверхні, і можуть 

привести до суттєво спотворених результатів обчислень. Для послаблення 

впливу нерівномірності розподілу точок, для яких визначена функція, 

вигідніше використовувати методи визначення коефіцієнтів розкладу за 

усередненими даними результатів вимірювань. 

2.2    Методи визначення гармонічних коефіцієнтів 

 Будь-яка функція ),( f , інтегрована на сфері, може бути представлена 

рядом гармонічних коефіцієнтів nmnm SС ,  [97]: 
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де  ddd sin . Очевидно, таку функцію можна знайти  
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Суму в (2.18) можна замінити  
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Після заміни (2.19) приходимо до двокрокового аналізу і синтезу, що 

найкраще підходить для програмування [31]. 

Двокроковий синтез – безперервний: 

 

,)(cos
)(

)(






mn nm

nm

nm

m

m

S

C
P

B

A





                                              (2.20) 

 

 .sin)(cos)(),(
0







m

mm mBmAf                                     (2.21) 

 

Двокроковий аналіз – безперервний: 

 














 2

00
sin

cos
),(

)1(

1

)(

)(
d

m

m
f

B

A

mm

m ,                                    (2.22) 

 













0

0 sin)(cos
)(

)(

4

1
dP

B

A

S

C
lm

m

mm

lm

lm .                                   (2.23) 

 

 Перевагою двокрокового представлення є, звичайно ж, можливість 

розділити змінні θ і λ, що призводить в подальшому до блочного вигляду 

матриці нормальних рівнянь [70, 71].   

 Щодо вихідних даних, вони звичайно представляються на 

рівномірній сітці. Існує велика різноманітність рівномірних сіток, 

наприклад, географічний грід, грід Гаусса, Driscoll-Healy грід, Reuter грід, 

Random грід та інші (рисунок 2.3). 
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Рис. 2.3 Рівномірні сітки [92] 

 

 Розглянемо дуже простий, але, водночас, дуже наочний приклад 

рівномірної сітки. Вважатимемо, що максимальний порядок моделі рівний Km. 

Нехай функція, яку необхідно апроксимувати, розміщується на рівномірній 

сітці 12,...,1,0,  mi Kii  , де, в свою чергу, 
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паралелями в даному випадку вважатимемо довільними. Тоді стають 

очевидними наступні співвідношення [39] 
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 Проте дискретна ортогональність по широті не буде виконуватись 
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 В такому випадку двокроковий дискретний аналіз набуде вигляду 
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 Очевидно, індекс m у рівнянні (2.28) для )( imA   змінюється наступним 

чином 
mKm ,...,1,0 , в свою чергу для )( imB   1,...,2,1  mKm . Слід відмітити, що 

для побудови моделі достатньо рівномірної сітки, що містить 2Km паралелей. 

Враховуючи (2.27), коефіцієнти (2.29) можна визначити різними способами 

[89].  

 Для наглядності введемо матричні позначення, ввівши заміну iit cos : 
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 Очевидно, невідомі коефіцієнти nmnm SC ,  можна знайти, використавши 

спосіб найменших квадратів [9], а саме 
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Проте в такому випадку доведеться обертати матрицю нормальних рівнянь 

розмірності )11(  mm KK . Очевидно, матриця нормальних рівнянь PPT ˆˆ  не 

буде діагональною, оскільки не зберігаються дискретні ортогональні 

відношення по широті (2.27). 

 Наприклад, постановивши N = 21, L = 10, m = 0, отримаємо матрицю 

нормальних рівнянь, зображену на рисунку 2.4. 

 

 

Рис. 2.4 Матриця нормальних рівнянь 

 

 Легко бачити, що матриця, зображена на рисунку 2.4, далека від 

діагональної, а виконувати процес обертання матриці не завжди зручно, 

особливо для високих порядків mK  [4]. 

 Найпростіше, можна ввести заміну 

IPPT ˆˆ ,                                                    (2.32) 

де І – одинична матриця, а λ – масштабний множник. Тоді формула (2.31) 

перепишеться у вигляді 
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 Проте розв’язок (2.33) наближений. Для точнішого розв’язку можна 

використовувати пропорціональність до 
isin , яку видно із (2.23) [104]. В 

такому випадку розв’язок набуде вигляду 
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де ii
N
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


  [86]. 

 Очевидно, якби виконувалось рівняння (2.27), формула (2.34) була б 

точною. Але для точного визначення коефіцієнтів необхідно правильно 

підібрати рівномірну сітку по широті. Для точного визначення коефіцієнтів 

можна використати перший або другий спосіб Неймана. 

 У обох способах Неймана виконується рівність 

IPWP m

T )2(2ˆˆ
0 ,                                          (2.35) 

де W – вагова матриця. Тоді, по аналогії за формулою (2.34) запишемо 
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 У першому способі Неймана рівномірна сітка підбираєть так, що відстань 

між паралелями довільна, але їх кількість має бути рівна 2Km+1. Тоді ваги 

знаходять, розв’язавши наступну систему рівнянь 
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де матриця T – це так звана матриця Вандермонда. 

 В свою чергу, у другому способі Неймана рівномірна сітка повинна 

містити Km+1 паралелей, при чому вони мають співпадати з нулями поліному 

Лежандра Km+1 порядку, тобто 
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В такому випадку ваги можна знайти за формулою 
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або [65] 
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Ще одним способом знаходження невідомих коефіцієнтів є спосіб Гаусса. 

Даний спосіб грунтується на виконанні розкладу функції ),( f  в ряд за 

сферичними функціями до степені m. Тоді на (m+1) довільно вибраних 

паралелях у точках, рівновіддалених одна від одної по довготі, задаються 

значення ),( f  таким чином, що на одній паралелі дається одне значення, на 

другій – три, на третій – п’ять і т.д., а на (m+1) паралелі – (2m+1) значення. 

Всього задається (m+1)2 значень функції ),( f , що дорівнює кількості 

коефіцієнтів розкладу, які необхідно визначити. Сукупність значень ),( f  на 

будь-якій паралелі представляється рядом Фур’є за синусами і косинусами 

довгот λ [3]. 

Не менш важливим способом знаходження коефіцієнтів є спосіб 

числового інтегрування. Для практичної реалізації способу числового 

інтегрування поверхню сфери, на якій виконують інтегрування, розбивають на 

достатньо велику кількість елементарних площ Δω, для яких є відоме 

усереднене значення функції ),( f . Замінюючи інтеграли сумами, отримаємо  

точні значення для обчислення коефіцієнтів [3] 
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де ),(
~

 f  – середнє значення функції за трапецією Δω, обмеженою 

параллелями 21 , , і меридіанами 21 , , Q – кількість трапецій, а також 
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2.3 Еліпсоїдальні функції 

 Сферичні функції використовують набагато частіше для представлення 

геопотенціалу, аніж еліпсоїдальні функції, тому що вони відносно простіші. 

Проте Земля по своїй формі ближча до еліпсоїда обертання, ніж до сфери, тому 

використання еліпсоїдальних функцій, визначених за тими ж принципами, що і 

сферичні функції, має призвести до кращих результатів. Вся справа полягає в 

математичній зручності, оскільки як сферичні функції, так і еліпсоїдальні 

функції можна використовувати для будь-якого притягуючого тіла незалежно 

від його форми. Оскільки еліпсоїдальні гармоніки є більш складними, вони 

використовуються тільки в деяких спеціальних випадках, які включають в себе 

строге обчислення геопотенціалу, що, тим не менше, є дуже важливою задачею. 

 Введемо еліпсоїдальні координати u,θ,λ (рис. 2.5). 

 

Рис. 2.5. Еліпсоїдальні координати: в площині меридіану (а) 

 і в площині екватора (б) 
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 В прямокутній системі координат точка Р матиме координати x,y,z. 

Припустимо, що через точку Р проходить поверхня еліпсоїда обертання, центр 

якого збігається з початком координат О, вісь обертання якого співпадає з 

віссю z, і лінійний ексцентриситет якого має постійне значення Е. В такому 

випадку координата u буде малою піввіссю цього еліпсоїда, θ буде 

доповненням до приведеної широти β точки Р по відношенню до цього 

еліпсоїда, тобто, θ = 90о – β, а λ – геоцентрична довгота в звичайному сенсі [22]. 

 Зв’язок між еліпсоїдальними координатами u,θ,λ і прямокутними x,y,z 

можна виразити наступними співвідношеннями 
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де 22 Eu  – велика піввісь еліпсоїда обертання, що видно із рис. 2.5. 

 Тепер визначимо поверхні, які утворюють дану еліпсоїдальну систему 

координат. Поклавши u = constant, отримаємо вираз  
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який представляє еліпсоїд обертання. Для θ = const отримаємо 
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що представляє однопорожнинний гіперболоїд. В свою чергу, для λ = constant 

отримаємо площину меридіану 

.tanxy                                                  (2.45) 

 Однією з найважливіших характеристик еліпсоїдальних координат є 

ексцентриситет Е, тобто відстань від початку координат до одного з фокусів F1 

або F2, який є однаковий для всіх еліпсоїдів u = constant. У граничному випадку 

Е=0  еліпсоїдальні координати u,θ,λ вироджуються у сферичні координати 

 ,,r . Тобто, можна сказати, що сферичні координати є частковим випадком 

еліпсоїдальних координат [2]. 
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 Рівняння Лапласа в еліпсоїдальних координатах має вигляд [10] 
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В граничному випадку, при 0E , рівняння (2.46) переходить в рівняння (2.1). 

 По аналогії зі сферичними координатами [46], будемо розв’язувати 

рівняння (2.46), розділивши змінні, тобто 

).()()(),,(  hgufuV                                        (2.47) 

 Підставивши (2.47) у (2.46), отримаємо відповідно три диференціальні 

рівняння другого порядку 
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 Очевидно, рівняння (2.49) і (2.50) збігаються із відповідними рівняннями 

у сферичних координатах (2.5б) і (2.5в). Рівняння (2.48) має іншу природу. 

 Для знаходження розв’язку диференціального рівняння (2.48) введемо 

заміни 
E

u
i  і cost  у рівняння (2.48) і (2.49). Отримаємо 
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де риски означають заміну аргументу у відповідних функціях. Очевидно, з 

математичної точки зору функції (2.51) і (2.52) ідентичні. Формально їх 

розв’язком будуть приєднані функції Лежандра першого і другого роду. 

 Таким чином, приєднані функції Лежандра першого і другого роду як 

розв’язок рівняння (2.51) відповідають рівнянням (2.5а) у сферичних 

координатах відповідно. Оскільки мова йде про зовнішній геопотенціал, нам в 

даному випадку достатньо користуватися приєднаними функціями Лежандра 

другого роду. 
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 Підсумовуючи все вище сказане, функції f,g та h набудуть наступного 

вигляду: 
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 Отже, геопотенціал можна представити рядом еліпсоїдальних гармонік 
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 У (2.54) b – мала піввісь довільного, але зафіксованого еліпсоїда 

обертання, який можна назвати референц-еліпсоїдом (рис. 2.6). Ділення на 
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Рис. 2.6. Референц-еліпсоїд і еліпсоїдальні координати 

 

допустиме, бо він виражає сталу величину. Це робиться з метою спростити 

вираз (2.54) і зробити коефіцієнти nma  і nmb  дійсними. 

 Якщо ексцентриситет прямуватиме до нуля, то велика і мала півосі 

еліпсоїда стануть рівні радусу сфери і гранично отримаємо [2]: 



38 

 

.

1

0
lim
































n

nm

nm

E r

R

E

b
iQ

E

u
iQ

                                    (2.55) 

 Таким чином, в ряд за сферичними функціями можна розкладати не 

тільки функції, задані на сфері. Такий розклад можливий для довільної функції, 

що задана на гладкій поверхні. 

2.4    Максвелова теорія полюсів 

Розглянемо сферу довільного радіуса з центром в початку координат. 

Будь-яка пряма з напрямними косинусами a, b, c, що проходить через початок 

координат, називається віссю, а точка перетину осі з поверхнею сфери – 

полюсом даної осі. Різні осі відрізняються за допомогою індексів, віднесених до 

відповідних напрямних косинусів. Позначивши через λі косинус кута, 

утвореного радус-вектором r, що йде в точку (x, y, z), з віссю (aі, bі, cі), отри-

маємо  

r

zcybxa iii
i


 .                                             (2.56) 

Очевидно, косинус кута μij між двома осями з індексами i та j матиме 

вигляд 

.jijijiij ccbbaa                                           (2.57) 

Введемо оператор диференціювання по осі hi : 
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Ту чи іншу функцію можна диференціювати спершу по одній осі, потім по 

іншій і т.д. Якщо ці осі позначити відповідно h1, h2, …, hn, то оператор 

диференціювання набуде вигляду [52] 
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 Таким чином, вираз для сферичної функції (2.4) можна подати за 

допомогою оператора диференціювання (2.59) : 
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де оператор S означає взяття суми по m від 0m  до nm
2

1
  або )1(

2

1
 nm  в 

залежності від парності чи непарності n. Вираз (2.60) називається загальною 

формулою Максвелла для сферичної функції з заданими полюсами [52].  

 Вираз для кульової функції (2.9) можна подати у наступному вигляді 
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де Mn – момент функції Vn. 

 Таким чином, функція Vn, записана в формі (2.61), має (2n+1) незалежних 

параметрів, а саме момент Mn і 2n величин, що визначають її n осей або 

координати n полюсів. Часткові випадки функцій (2.61) обумовлені 

численними значеннями їх моментів і напрямку осей. Отже, при розкладі 

зовнішнього гравітаційного потенціалу за кульовими функціями характерис-

тиками поля можуть бути не тільки гармонічні коефіцієнти nmnm SC , , але і 

параметри Максвелла Mn, ih . 

 Максвелл отримав вираз (2.61) для кульової функції, зв’язуючи його з 

потенціалом спеціального точкового об’єкта – мультиполя, що привело до 

фізичного трактування Vn (наприклад, V0 – потенціал точкового ,,заряду”, V1 – 

потенціал диполя і т.д. …). Розглянемо детальніше процес побудови такого 

об’єкту. 

 Потенціальна функція 
r

e
V 0

0   називається потенціалом, створеним 

особливою точкою порядку нуль в початку координат (випадок центрального 

мультиполя); е0 – сила цієї особливої точки. 

 Нехай особлива точка порядку нуль і сили е0 лежить на осі h1, на відстані 

α0 від початку координат. Також уявімо, що початок координат являє собою 

особливу точку з силою -е0. Тепер нехай е0 необмежено зростає і α0 необмежено 
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спадає, при чому добуток е0α0 весь час залишається рівним деякій сталій 

величині е1. Тоді початок координат називається особливою точкою першого 

порядку сили е1 з напрямком h1. Таким чином, особлива точка першого порядку 

складається із двох особливих точок нульового порядку нескінченної сили, 

таких, що добуток їх сили на відстань між ними є величина стала. Особливу 

точку першого порядку часто називають диполем [52]. 

 Аналогічно, помістивши особливу точку першого порядку сили -е1 в 

початку координат, а іншу – сили е1 – на відстані α1 по осі h2 від початку і потім 

необмежено збільшуючи е1 і відповідно зменшуючи α1 так, щоб е1 α1 = е2 (е2 – 

стала величина), ми отримаємо особливу точку другого порядку і сили е2, 

розміщену в початку координат, і яка має осі h1 і h2.  

 Виконуючи аналогічні дії, можна прийти до поняття особливої точки 

порядку n (або мультиполя) сили еn, що розміщена в початку координат і має 

задані n осей h1, h2, …, hn. 

 При регіональних і локальних дослідженнях використовують інші види 

базисних функцій, як правило, в комбінації зі скінченним набором кульових 

гармонік до певної степені. Використання максвелової теорії кульових функцій, 

пов’язаної з їх ,,фізичним трактуванням” як потенціалів мультиполів, а також 

застосування концепції сфери Б’єрхаммара або сфери регуляризації дають 

можливість побудови цілого класу гармонійних функцій – потенціалів 

нецентральних мультиполів – подібних своїми властивостями [1]. 

 Основна властивість мультиполя полягає в тому, що його потенціал 

зменшується обернено пропорційно 1nr  [10, 76]. Це може бути використаним 

для вибору відповідної системи базових функцій з необхідними властивостями 

при вирішенні прикладних задач, пов’язаних з апроксимацією геопотенціалу. 

Варто відзначити, що для моделювання гравітаційного потенціалу досить 

успішно застосовують фундаментальні рішення рівняння Лапласа 








ir

1
, 

,,поміщені” в деяку множину точок  iX  всередині сфери σВ Б’єрхаммара на 

деякій поверхні σА Ляпунова (рис. 2.7.). 
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Рис. 2.7. Сфера Б’єрхаммара 

 Таким чином, опис поля функціями 





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ir

1
 зручно трактувати як 

апроксимацію функції V набором потенціалів точкових мас або нецентральних 

гравітаційних мультиполів нульового порядку [23]. При цьому кожен із 

потенціалів  








ir

1
 може бути представлений в вигляді нескінченного ряду (рис. 

2.7.) 
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який сходиться при r > di, або нескінченного набору гравітаційних мультиполів 

різних порядків, розміщених в початку координат [64]. 

 Отже, використаємо метод диференціювання до потенціалів нульового 

порядку 








ir

1
, які знаходяться в точках  iX  поверхні σА.  
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Тоді однократне диференціювання  – при використанні (2.61) для n = 1 – 

приводить до системи диполів, розміщених в точках  iX , кожен із яких має 

потенціал 
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 Узагальнюючи результат (2.63), можна отримати в точках  iX  систему 

нецентральних гравітаційних мультиполів n - го порядку з потенціалами 

















in

n

nni

n
rhhhn

M
V

1

!
)1(

21

)(


.                               (2.64) 

У (2.64) індекс (і) вказує як на залежність внутрішньої точки і від координат, 

так і на той факт, що в (2.64) необов’язкове диференціювання по одних і тих же 

напрямках nhhh ,...,, 21  для всієї множини функцій 
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1
. 

 В принципі, в кожній точці множини  iX  можливе розміщення 

нецентральних мультиполів n - го порядку, які відрізнятимуться один від 

одного як величинами моментів, так і напрямками осей. 

 Замінюючи в (2.64) функцію 
ir

1
 збіжним рядом (2.62) при r > RB для всієї 

сукупності нецентральних мультиполів поза сферою Б’єрхаммара радіусу RB, 

отримаємо замість (2.64) 
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 Легко бачити, що застосування даного методу диференціювання для 

побудови розв’язків рівнянь Лапласа до кульової функції Vl порядку l приведе 

до 
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                                            (2.66) 
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такої ж кульової функції, тільки порядку l + n. Якщо відомі гармонічні 

коефіцієнти Vl , то гармонічні коефіцієнти Vl+n можна легко обчислити за 

допомогою рекурсивних співвідношень Р.Джеймса [57] 
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В (2.67) і (2.68) mp  – символ Кронекера; при m < 0 i m > i 0m

iA , при m ≤ 0 або 

m > i 0m

iB ; (ai, bi, ci) – напрямні косинуси і-ої осі сферичної функції Yn. 

 Таким чином, ми отримуємо для кожного n за допомогою операції 

диференціювання в точках множини  iX  набори спеціальних точкових об’єктів 

– мультиполів n-го порядку, потенціали яких утворюють гармонічні функції 

поза сферою Б’єрхаммара [99]. 

2.5 Радіальні мультиполя 

Теорія Максвела-Гаусса сферичних функцій була узагальнена Марченком 

[15-18]. 

У виразі (2.64) для потенціалів i

n  в загальному випадку наявні 2n 

параметрів, що характеризують напрямок осей nhhh ,...,, 21 . Тому практичне 

використання виразів типу (2.64) може виявитися занадто складним. Очевидно, 

необхідно спробувати зменшити ці 2n параметрів для кожної точки і на 

поверхні A , зберігши при цьому необхідні якості функцій i

n .  
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Таким чином, уявімо, що всі осі nhhh ,...,, 21  збігаються з деяким напрямком 

iO . Тоді (2.64) для такого часткового випадку можна подати у вигляді 
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де n – кратне диференціювання вигідно проводити по параметру di, який 

входить в наступний вираз: 

iiii rddrr cos222  .                                       (2.70) 

 Оскільки напрямок iO  збігається з напрямком радіус-вектора di, потенціал 

(2.69) називається потенціалом нецентрального радіального мультиполя n-го 

порядку. 

 Розглянемо потенціали  
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скінченних наборів радіальних мультиполів n-го порядку, розміщених 

всередині сфери Б’єрхаммара. Для отримання аналітичних виразів потенціалів 

i

n  для довільного n можна, наприклад, виконати пряме диференціювання (2.69) 

з врахуванням (2.70).  

 Таким чином, після деяких математичних перетворень знаходимо 

наступні співвідношення для радіальних мультиполів перших порядків: 
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 Легко бачити, що, використавши узагальнену формулу Максвела для 

потенціалу нецентрального мультиполя одиничного моменту 
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а також вирази (2.72), можна побудувати співвідношення для обчислення 

потенціалів радіальних нецентральних мультиполів одиничного моменту  
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де сумування по m проводиться від m = 0 до m=n/2 при n – парному і m=(n-1)/2 

при n – непарному. 

 Використовуючи формулу (2.74), можна без проблем знаходити 

потенціал радіального мультиполя. Вираз (2.74) можна представити в дещо 

іншій формі. Якщо перейти в місцеву систему координат, яка співпадає з 

точкою і, і замість (2.72б) ввести наступний вираз для потенціального 

радіального диполя 
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  ,                                                  (2.75) 

де i  – кут (з вершиною в точці і) між віссю диполя і напрямком ri, то після 

підстановки (2.75) в (2.74) остаточно отримаємо:  
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 Вираз , що знаходиться в фігурних дужках (2.76) – це не що інше як 

поліном Лежандра n-го порядку відносно 
ix cos .  Таким чином, для 

,,зонального” випадку  

1

)(cos



n

i

ini

n
r

P 
 .                                              (2.77) 

 Використавши відомі рекурсивні формули для поліномів Лежандра 

0)()()12()()1( 11   xnPxxPnxPn nnn
,                          (2.78) 

де n – порядок поліному Лежандра )(xPn
, неважко знайти рекурсивні 

співвідношення для безпосереднього обчислення потенціалів радіальних 

мультиполів (2.77) : 
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 Слід відмітити ще один спосіб представлення радіальних нецентральних 

мультиполів i

n
~

 у вигляді ряду за кульовими функціями. Отже, після 

підстановки виразу (2.62) у формулу (2.79) і почленного диференціювання 

отримаємо: 
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     (2.80) 

 Отже, із (2.80) видно, що в розкладі потенціалів радіальних мультиполів 

i

n
~

 по кульових функціях відсутні члени від нульового до (n – 1)-го порядку, 

натомість присутні біноміальні коефіцієнти n

kC .   

 Вкрай важливою задачею є знаходження екстремуму для потенціалу 

радіального мультиполя i

n
~

 n-го порядку. Оскільки поза сферою Б’єрхаммара 

B  потенціал i

n
~

 являє собою гармонійну функцію, що зменшується на 

нескінченності обернено пропорційно 1nr , то така функція може приймати 

стаціонарні значення на границі області її визначення, тобто на сфері B . 

Очевидно, необхідно знайти умови, для яких функція i

n
~

 приймає стаціонарні 

значення на сфері. 
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 Використаємо метод Лагранжа, попередньо створивши допоміжну 

функцію 

 2222
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n Rzyxzyxzyx 


 ,                        (2.81) 

де λ – невизначений множник Лежандра. 

 Таким чином, легко бачити, що координати стаціонарних точок 

задовольняють наступну систему рівнянь: 
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                                          (2.82) 

Очевидно, рівняння (2.82) разом із рівнянням сфери 

2222 zyxRB                                         (2.83) 

дають можливість знаходження значень λ і координат стаціонарних точок, 

тобто рішення задачі в загальному вигляді. 

 Використавши рівняння (2.77), і взявши до уваги головні властивості 

поліномів Лежандра і головну властивість мультиполя, можна прийти до 

висновку, що в точці А ( 1cos i ) потенціал радіального мультиполя n-го 

порядку набуватиме найбільше значення порівняно з його іншими значеннями 

на B . Оскільки дана точка стаціонарна, легко бачити, що в А функція i

n
~

 має  

максимум. 

 Можна сказати, що поліном )(cos inP   ділить сферу i  на n+1 зону. Як 

добре відомо, даний поліном має n нерівних дійсних коренів  m  (1≤m≤n), які є 

симетричними відносно 0cos i , тобто симетрично відносно екватора сфери 

i . Таким чином, поліном )(cos inP   рівний нулю на паралелях, що розділяють 

зони, і всередині кожної з них набуває додатнє або від’ємне значення. 
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  Наближені значення  m  можна знайти, використовуючи наступну 

формулу: 
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Проте на відміну від поліномів )(cos inP  в даному випадку розподіл зон не є 

симетричним відносно екватора 0cos i  сфери B . 

 Варто відзначити, що знаючи нулі 
i , легко визначити )(m

i  (рис. 2.8) для 

i

n
~

 на B  за допомогою співвідношення 
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Рис. 2.8 Сферичний кут )(m

i  
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 Також слід відмітити, що за допомогою формул (2.84) та (2.85) можна 

легко знайти величини )1(

i , при яких потенціали i

n
~

 перший раз 

перетворюються в нуль на B .  

2.6 Середня квадратична колокація 

Оскільки аномалії g  мають випадковий стохастичний характер, їхнє 

середньє значення по всій поверхні Землі рівне нулю [79]  

0
4

1
}{  






gdgM ,                                        (2.86) 

де символ M – це середньоінтегральне значення по всій Землі (по одиничній 

сфері  ). Інтеграл (2.86) рівний нулю, коли в розкладі аномалій прискорення 

вільного падіння в ряд по кульових функціях відсутній нульовий степінь, тобто 

коли референц-еліпсоїд має ту ж масу, що і маса Землі, і такий же потенціал, як 

і на геоїді. Якщо ж ці умови не виконуються, тобто 

0}{  mgM ,                                               (2.87)  

завжди можна сформувати нові аномалії сили тяжіння mgg   , які будуть 

центрованими. 

 Оскільки нульова величини }{ gM   не може характеризувати середнє 

значення аномалій сили тяжіння, вводиться середній квадрат g  







dggMg 22

4

1
}{}var{ .                                 (2.88) 

 Така характеристики називається дисперсією аномалій прискорення 

вільного падіння. Квадратний корінь із дисперсії  – це середньоквадратичне 

значення аномалії прискорення вільного падіння 

}{}var{}{ 2gMggrms  .                                (2.89) 

 Величина середньоквадратичної аномалії в (2.89) може бути як додатною, 

так і від’ємною.  

Замість середнього квадрату g  розглянемо середній добуток аномалій 

прискорення вільного падіння gg   для кожної пари точок Р  і Р , розміщених  
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на фіксованій відстані одна від одної s. Такий середній добуток називається 

коваріацією аномалій сили тяжіння для відстані s і визначається як 

 

}{}{cov ggMgs
 .                                  (2.90) 

 

 У (2.90) усереднення виконується по всіх парах точок Р  і Р , для яких

constsРP  . 

 Коваріації характеризують статистичну кореляцію аномалій прискорення 

вільного падіння g  і g  , тобто їх тенденцію мати однакову величину і 

однаковий знак. Якщо коваріація рівна нулю, то аномалії g  і g   не 

корелюють між собою, тобто величина g  не має ніякого впливу на величину 

g  . Аномалії прискорення вільного падіння, розміщені далеко одна від одної, 

можна вважати некорельованими, тому що локальні збурення, які викликає g , 

не мають практично ніякого впливу на g  , і навпаки [47, 109]. 

 Якщо розглядати коваріацію як функцію відстані РPs  , то ми 

отримаємо коваріаційну функцію )(sC  [66] 

 

)(}{}{cov)( sPPggMgsС s  .                      (2.91)  

 

Очевидно, якщо в (2.91) прийняти 0s , то згідно (2.88) отримаємо 

 

}var{}{)0( 2 ggMC  .                                                (2.92) 

 

 Таким чином, при 0s  коваріаційна функція перетворюється в 

дисперсію. 

 Типовий графік коваріаційної функції показано на рисунку 2.9. 
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Рис. 2.9 Графік коваріаційної функції 

 

 Додатні коваріації означають, що g  і g   мають тенденцію співпадати 

по величині і знаку. В свою чергу, від’ємні коваріації вказують на протилежний 

знак. Чим сильніша така тенденція, тим більше значення функції )(sC . Проте 

абсолютне значення функції )(sC  не може бути більшим за дисперсію. 

 Практичне визначення коваріаційної функції )(sC  дещо проблематичне. 

Для точного визначення коваріаційної функції необхідно знати силу тяжіння в 

кожній точці земної поверхні. Практично ми можемо оцінити коваріаційну 

функцію за вибірками, розподіленими по всій Землі чи її локальних областях. 

 Для аналітичного представлення коваріаційної функції можна 

використовувати вираз 
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
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C
sС ,                                            (2.93) 

де С0 – дисперсія. 

 Більш складний, проте точніший вираз для глобальної коваріаційної 

функції можна подати в наступному вигляді 
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де )(cosnP  – поліноми Лежандра степеня n,   – сферична відстань між точками 

P і Q, а А, В і s – параметри моделі. 

 Для локальної коваріаційної функції вираз (2.94) перепишеться в 

наступному вигляді 
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Nn

n
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Bnn

n
AQPС  .                       (2.95) 

 Як відомо, інтегральні формули фізичної геодезії часто набувають 

простішу форму, якщо їх переписати в вигляді ряду по кульових функціях. 

Розкладемо коваріаційну функцію )(sC  в ряд по кульових функціях. Для цього 

візьмемо довільну, але фіксовану точку Р в якості полюсу даного розкладу і 

введемо сферичні полярні координати   (кутова відстань від Р) і   (азимут), 

показані на рисунку 2.10. 

 

Рис. 2.10 Полярні координати на сфері 
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 Розклад коваріаційної функції аргумента   в ряд по сферичних функціях 

відносно полюсу Р і координат   і   має вигляд 

 
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 


2 0

),(),()(
n

n

m

nmnmnmnm SdRcС  .                  (2.96) 

С залежить тільки від відстані   і не залежить від азимуту  , тому у виразі 

(2.96) залишатьса тільки зональні гармоніки 


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)(cos)(
n

nn PсС  .                                         (2.97) 

 Допустимо, існують дві множини випадкових величин – множина вимірів 

qlll ,...,, 21 , які утворюють q-вимірний вектор 

 Tqllll ...21 ,                                                (2.98) 

і множина сигналів msss ,...,, 21 , які утворюють m-вимірний вектор 

 Tmssss ...21 ,                                                (2.99) 

де верхній індекс Т означає транспонування. 

 Нехай математичне сподівання цих величин рівне нулю 

.0}{

;0}{





sM

lM
                                                   (2.100) 

 Розглянемо також коваріаційні матриці 

),,cov(

);,cov(

);,cov(

ssC

lsC

llC

ss

sl

ll







                                              (2.101) 

де 
llC  і 

ssC  – автоковаріаційні матриці векторів l та s відповідно, 
slC  – матриця 

коваріацій між l та s. 

 Згідно [22], елементи матриці llC  є рівні  

;,...,2,1,},{ qjillM ji                                          (2.102) 

елементи матриці slC  є 

;,...,2,1},{ mklsM ik                                          (2.103) 

а елементи матриці ssC  рівні 
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.,...,2,1},{ mhssM hk                                          (2.104) 

У векторному позначенні  

}.{
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T

ss

T

sl

T

ll

ssMC

slMC

llMC







                                                 (2.105) 

Звичайно вважається, що всі перелічені матриці мають повний ранг. 

 Лінійна оцінка вектора s має вигляд             

,ˆ Hls                                                        (2.106) 

де H – деяка матриця розмірності m×q.  

 Вектор помилок   визначається відношенням 

,ˆ ss                                                      (2.107) 

а його коваріаційна матриця  

})ˆ)(ˆ{(),cov( TssssMC                                (2.108) 

називається коваріаційною матрицею помилок. 

 Згідно загальної теорії статистичного оцінювання, найкраща лінійна 

оцінка s по l – це найбільш надійна незміщена лінійна оцінка з мінімальною 

дисперсією. З цієї точки зору формулу (2.106) можна переписати у вигляді 

,ˆ 1lCСs llsl

                                               (2.109) 

що і забезпечує найкращу лінійну оцінку вектора s сигналу в функції вектора 

вихідних даних l. 

 Вираз (2.109) називається формулою середнього квадратичного прогнозу, 

оскільки він – точний аналог формули Колмогорова-Віннера, добре відомої з 

теорії стохастичних процесів [45, 43]. 

 Даний метод прогнозу можна використовувати для інтерполяції чи 

екстраполяції аномалій сили тяжіння. Наприклад, маємо вектор виміряних 

значень сили тяжіння 
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 Tqgggl  ...21                                    (2.110) 

в точках 
iP . Нехай 

Pgs                                                        (2.111) 

є шуканою аномалією сили тяжіння в точці Р. Тоді згідно формули (2.109) 

можна записати 
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 Всі коваріаційні функції в (2.112) визначаються однією і тією ж 

коваріаційною функцією )(dС , яку можна визначити, наприклад, 

використовуючи формули (2.101). 

 Одним з методів визначення аномального гравітаційного поля шляхом 

комбінування геодезичних вимірів різних видів є середня квадратична 

колокація [78, 61]. 

 Розглянемо середній квадратичний прогноз у випадку, коли сигналом s є 

значення збурюючого потенціалу T(P) в деякій точці Р, а виміри, що 

утворюють вектор l, є довільними характеристиками аномального 

гравітаційного поля, наприклад, значення аномалій сили тяжіння g  або 

відхилення прямовисних ліній  , . Будь-яку із таких характеристик можна 

представити у вигляді лінійного функціоналу на потенціалі Т. Наприклад, в 

сферичній апроксимації [93, 110] 
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де  ,,r  – сферичні координати. 
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 В загальному вигляді маємо 

 

TLl ii  ,                                                    (2.114) 

 

або  

 

BTl  ,                                                           (2.115) 

 

де вектор В включає функціонали 
iL : 
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 Таким чином, необхідно знайти Т, використовуючи q значень TLi  

лінійних функціоналів, отриманих із вимірів. Визначення функції шляхом 

підбору аналітичної апроксимації до визначеного числа заданих лінійних 

функціоналів називається колокацією і часто використовується в математиці. 

Тому такий метод визначення гравітаційного поля називається середньою 

квадратичною колокацією [22]. 

 Використання в даній задачі формули (2.110) дає вираз 
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але коваріації тут інші. 
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 В формулі (2.117) маємо 

 

}.{),cov(

},)({)),(cov(

jijiij

iiPi

llMllC
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
                      (2.118) 

 

Формулу (2.114) можна переписати у вигляді 

 

)(QTLl Q

ii  .                                      (2.119) 

 

 Таким чином, отримаємо 

 

),( QPKLC Q

iPi  ,                                  (2.120) 

 

де ),( QPK  – просторова коваріаційна функція збурюю чого потенціалу. 

Подібним чином можна отримати 

 

).,( QPKLLC Q

j

P

iij                                 (2.121) 

 

 Необхідно відмітити, що ці формули є аналогом звичайних матричних 

формул для перетворення коваріацій у різних обчисленнях. 

2.7    Висновки до розділу 2 

В даному розділі описано та проаналізовано основні методи побудови 

гравітаційного поля, такі як розклад функції потенціалу в ряд за сферичними чи 

еліпсоїдальними функціями, використання радіальних та нецентральних 

мультиполів, середня квадратична колокація.  

Кожен з вищеперечислених методів має свої переваги та недоліки: 

1) розклад потенціалу в ряд за сферичними чи еліпсоїдальними 

функціями використовують виключно для моделювання глобального 
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гравітаційного поля, тому що в локальному регіоні вони стають неортогональ-

ними і призводять до  поганої обумовленості матриці нормальних рівнянь; 

2) радіальні та нецентральні мультиполя використовують для побудови 

глобального та регіонального гравітаційного поля відповідно; 

3) метод середньої квадратичної колокації можна використовувати як для 

побудови глобального, так і регіонального гравітаційного поля, проте перед 

тим необхідно центрувати вихідні дані. 
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3. ГАРМОНІЧНИЙ АНАЛІЗ НА СЕГМЕНТІ СФЕРИ 

ГРАВІТАЦІЙНИХ АНОМАЛІЙ У ВІЛЬНОМУ ПОВІТРІ 

Для моделювання регіонального гравітаційного поля здебільшого 

використовують операційний підхід фізичної геодезії, зокрема, такі методи як 

середня квадратична колокація чи швидке перетворення Фур’є. В даному 

розділі проаналізовано модельний підхід для створення регіонального 

гравітаційного поля, а саме метод SCHA, а також інші алгоритми, такі як ASHA 

та TOSCA, які є дочірніми від SCHA. Цей метод передбачає використання 

сферичних функцій Лежандра цілого степеня і дійсного порядку. 

Дві сферичні функції Лежандра ),( nmR  та ),( slR  є ортогональними на 

сфері, тобто 0),(),(  


dRR slnm , де σ – поверхня сфери. Проте якщо мова 

йде не про всю сферу, а про якусь довільну її частину, наприклад, сегмент 

сфери чи сферичну трапецію, то на такій частині сфери сферичні функції 

Лежандра не будуть ортогональними 0),(),( 0

0

 


dRR slnm
, де σ0 – сегмент 

сфери. Іншими словами, на сегменті сфери сферичні функції Лежандра 

втрачають свою ортогональність, що призводить до нестабільності матриці 

нормальних рівнянь при визначенні невідомих коефіцієнтів.  

Проте, як показано, наприклад, в [49,96], існують дві системи функцій, які 

є ортогональними на сегменті сфери. Це сферичні функції Лежадра цілого 

степеня і дійсного порядку ),( mnk
R  та ),( lsr

R , де 
kn  та rs  – дійсні числа, які 

залежать від величини сегменту сфери, а k і r – індекси, які упорядковують ці 

числа. Вираз 0

0

),(),( 


dRR lsmn rk  буде рівний нулю у двох випадках: якщо 

числа k-m і r-l обоє парні (перша система функцій) або обоє непарні (друга 

система функцій). Очевидно, в загальному, навіть ці функції не є 

ортогональними на сегменті сфери. Незважаючи на це, вони мають властивості 

(детально описані в даному розділі), які надають їм велику перевагу при 

побудові регіонального гравітаційного поля на сегменті сфери в порівнянні зі 

звичайними сферичними функціями Лежандра. 
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Тим не менше, досить складно знаходити як самі функції Лежандра 

цілого степеня і дійсного порядку, так і їхні норми, а також числа 
kn . Проте ці 

проблеми перестають бути актуальними, якщо спроектувати вихідні дані з 

сегменту сфери на половину сфери. Такий алгоритм називаєть ASHA. 

Здебільшого метод SCHA застосовувався для моделювання регіональних 

магнітних полів до низьких порядків [40,51,98,101,108]. У зв’язку з цим в  

даному розділі описується алгоритм побудови матриці нормальних рівнянь і 

знаходження невідомих коефіцієнтів SCHA- та ASHA-моделі, розроблений в 

межах даної дисертаційної роботи, який дає змогу суттєво зменшити час 

обчислень без втрати точності, а, отже, будувати регіональні гравітаційні 

моделі високих порядків.  

3.1 Проблема Штурма-Ліувілля на сегменті сфери  

,,Глобальне” представлення гравітаційних полів за допомогою сферичних 

функцій є широко вивченим. Проте таке представлення не є надійним, коли 

виміри розміщені тільки на певній частині земної поверхні. Глобальні сферичні 

гармоніки втрачають свою ортогональність (2.14) на обмеженому регіоні і 

розв’язок стає нестабільним. В такому випадку доцільно використовувати 

функції, ортогональні в межах даного регіону (проте неортогональні на всій 

сфері) [40].  

За локальний регіон можна прийняти ,,шапку” сфери (рис. 3.1.) або 

сегмент сфери (у двовимірному випадку) [72]. 

 

Рис. 3.1. ,,Шапка” сфери 
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Для моделювання потенціалу локального гравітаційного поля V необхідно 

знайти базову систему функцій, ортогональних на ,,шапці” сфери. Для цього 

використаємо розв’язок (2.3), який однаковий як для всієї сфери, так і для будь-

якої її частини [59]. Із (2.3) видно, що n та m можуть бути цілими чи дійсними, 

реальними чи комплексними, навіть кватерніонами чи октавами. Проте для 

забезпечення ортогональності базової системи функцій потрібно знайти власні 

числа 2m  та )1( nn  відповідно до частини сфери (або всієї сфери), на якій 

проводяться дослідження (наприклад, для всієї сфери n та m – цілі невід’ємні 

числа). 

Для знаходження n та m для сегменту сфери ( 1,0  r ) розв’яжемо 

задачу Штурма-Ліувіля. Для цього слід рівняння (2.3) перетворити до 

відповідного вигляду і накласти на них граничні умови [34]. 

Згідно теорії Штурма-Ліувіля будь-яке диференціальне рівняння другого 

порядку можна привести до вигляду 

,)()()( yxvwyxq
dx

dy
xp

dx

d









                                           (3.1) 

де у є функцією змінної х. У (2.1) функції р(х) > 0, q(x) і w(x) > 0 вважаються 

відомими. У найпростіших випадках всі коефіцієнти є неперервними на 

скінченному закритому інтервалі [a,b], і p має неперервні похідні. Функція у 

називається розв’язком рівняння (3.1), якщо вона диференційована на відрізку 

[a,b] і задовільняє рівняння (3.1) в кожній точці [a,b]. Невідома функція у 

зазвичай задовільняє деяким граничним умовам в точках a та b. Функцію )(xw  
називають ваговою функцією або функцією густини. 

Таким чином, знаходження власних чисел v , для яких існує 

нетривіальний розв’язок рівняння (2.1), що задовольняє граничним умовам, є 

частиною проблеми Штурма-Ліувіля. Такі розв’язки ( для відповідних v ) 

називаються власними функціями [91]. 
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Проблема Штурма-Ліувіля називається регулярною, якщо р(х), w(x) > 0, а 

також р(х), р´(х), q(x) і w(x) є неперервними функціями на скінченному інтервалі 

[a,b] і мають розділені граничні умови  

),0(0)()( 2

2

2

121   ayay                             (3.2) 

).0(0)()( 2

2

2

121   byby                             (3.3) 

Якщо проблема Штурма-Ліувіля є регулярною, згідно теорії Штурма-

Ліувілля виконуються твердження : 

– власні числа 1v , 2v , 
3v ,… регулярної  проблеми Штурма-Ліувіля (3.1-

3.3) є дійсними і можуть бути впорядковані наступним чином: 

;......321  nvvvv  

– для кожного власного числа існує відповідно єдина власна функція 

yn(x), яка має рівно n – 1 коренів на відрізку [a,b]; 

– нормовані власні функції утворюють ортонормований базис 

 

b

a

mnmn dxxwxyxy )()()(  

в гільбертовому просторі L2 ([a,b], dxxw )( ). 

Легко бачити, що диференціальне рівняння сферичних функцій Лежандра 

відповідно до форми (3.1) набуде вигляду  
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де  cos . 

Граничні умови рівнянь (2.3) по довготі для всієї сфери мають вигляд  

);2,,(),,(   rVrV nmnm                                          (3.5) 
















 )2,,(),,( rVrV nmnm .                                      (3.6) 

 Умови (3.5) і (3.6) обмежують значення m до реального і цілого. Тому 

вони виключають експоненціальні або гіперболічні тригонометричні функції, 

які пов’язані з комплексними значеннями m. Ці умови слугують причиною, 

чому (2.5в) – звичайні тригонометричні гармоніки.   
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  Граничні умови по широті для всієї сфери мають вигляд [34] 
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Умова (3.7) задовільняє функціям Лежандра першого роду і виключає функції 

Лежандра другого роду. В свою чергу, умова (3.8) обмежує n до реального і 

цілого.  

 Для знаходження власних чисел диференціальних рівнянь (2.3) на 

сегменті сфери потрібно накласти відповідні граничні умови [32]. Граничні 

умови по довготі для сегменту сфери збігаються з умовами для всієї сфери (3.5, 

3.6). Також для сегменту сфери чинною буде умова (3.7) для широти. Проте при 

0 ≠ π функція V в 
0 , а також її похідна по   мусять бути довільними:  

);,(),,( 10  rfrV                                                 (3.9) 
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Умова (3.9) виконується тільки в тому випадку, якщо власне число nk(m) 

(k – індекс) приймає таке значення, що похідна від V по зеніту рівна нулю на 

границі сегменту 

 .0
)(cos 0)(






d

dP mmnk                                            (3.11) 

Умова (3.10) виконується тоді, коли власне число nk приймає таке значення, що 

функція V рівна нулю на границі сегменту 

.0)(cos 0)( mmnk
P                                            (3.12) 

Дуже простим і наглядним є доведення  (3.11) і (3.12). Покладемо, що в 

нас є дві функції [96] 
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 ).();(  mnnm PyPy                                 (3.13) 

Запишемо їх через відповідне диференціальне рівняння  
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Домноживши рівняння (3.14) на у´, рівняння (3.15) – на у і віднявши їх, 

отримємо 
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Проінтегрувавши (3.16), остаточно отримаємо [96] 
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Очевидно, якщо замість   у (3.17) підставити безпосередньо cos , то межі 

інтегрування стануть {
0 ,0}. Із (3.17) наочно видно справедливість формул 

(3.11) і (3.12). 

 Оскільки для   існує дві граничні умови, а саме (3.7), (3.9) і (3.7), (3.10), 

то функції )(cos)( mmnk
P утворюють дві незалежні повні системи функцій. Перша 

з них утворюється при (k-m) = парне число, а друга – при (k-m) = непарне число 

[49]. Як видно із (3.17), функції ортогональні на сегменті сфери за вагою 

sinp , тобто 

 
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0

)()( 0sin)(cos)(cos



 dPP mmnmmn kj
,                            (3.18) 

при чому j≠k , а також j-m і k-m обоє або парні або непарні. 

 Якщо ж j-m = парне число і k-m = непарне число, отримаємо наступний 

вираз: 
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 По аналогії з випадком для всієї сфери (2.12), довільну функцію на 

сегменті сфери можна розкласти в наступний ряд [98]: 
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
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               (3.20) 

Очевидно, невідомі коефіцієнти в (3.20) слід шукати способом 

найменших квадратів. В принципі, якщо функція ),( f  не суперечить умовам 

(3.11) або (3.12), то можна використати ортогональність даних поліномів, 

обмежившись відповідно тільки однією системою функцій [30]. 

Дана техніка моделювання регіонального поля на сферичному сегменті 

дістала назву SCHA [8, 49, 50, 51]. 

3.2 Вибір зручних виразів для обчислення ,,нормованих’’ функцій 

Лежандра з дробовими індексами 

Для знаходження функцій )(cos)( mmnk
P  їх звичайно розкладають в 

гіпергеометричний ряд. Гіпергеометричний ряд – це ряд виду [55] 
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 Добре відомо, що похідна від такого ряду має вигляд  
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де 
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


1

0

)()(
n

i

n iaa , 1)( 0 a , та аналогічно для nb)(  і nc)( . 

 В свою чергу, поліноми Лежандра можна представити за допомогою 

гіпергеометричного ряду у вигляді  
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Отже, знаючи зв’язок між поліномами Лежандра і сферичними функціями  
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Лежандра першого роду 

),()1()( 22

kk nm
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mn P
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d
P                                      (3.24) 

легко знаходимо вираз розкладу в гіпергеометричний ряд сферичних функцій 

Лежандра з цілим m і дійсним n: 
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 Для знаходження власних чисел )(mnk
можна використати формули (3.11) 

та (3.12). Тоді отримаємо [53, 55]: 
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де F
~

 – це умовне позначення (в жодному разі не путати з виродженим 

гіпергеометричним рядом Куммера), а саме  
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 Вираз, зручний для програмування (3.26), можна подати в наступному 

вигляді [48]: 
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де позначення Aj(m,n) означає 
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Подібно можна знайти вираз для (3.27) 
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Для знаходження власних чисел )(mnk  за допомогою формул (3.26, 3.29) 

та (3.27, 3.31) переважно використовують ітерацію Мюллера [63].  
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 Для використання функцій (3.25) слід ввести норму. Розглянемо 

загальноприйняту в геодезії ,,повну норму”, а також норму Шмідта. Позначимо 

повністю нормовані функції )(I

mnk
P , а функції з нормою Шмідта )(II

mnk
P . 

 Для знаходження ,,повної норми” візьмемо у формулі (3.17) границю з 

використанням правила Лопіталя розкриття невизначених границь. Таким 

чином, для функцій (3.12) отримаємо [54, 55]: 
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Подібно до (3.32) введемо такий вираз і для системи функцій (3.11): 
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Після знаходження  )( 0)( mmni
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 та деяких математичних 

перетворень отримаємо остаточні вирази для повністю нормованих функцій. 

Для системи функцій (3.12) отримаємо 
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для системи функцій (3.11) 
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В рівняннях (3.34) та (3.35) введено наступні умовні позначення : 
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Також, в рівнянні (3.39) використано наступні позначення: 

,0,
1

1
,0

12

0

0 


 




m
lmn

bb
m

l

m

nn                                        (3.40) 

 










1

0

0 ,0,
))(1(

1
)12(,0

k

l

k k
lnmlnm

n                     (3.41) 

 

.
)(

))(1(
,1 10 




 k

kk
k a

kmk

knmknm
aa                             (3.42) 

 По аналогії з (2.13) знайдемо 
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 Подібно до випадку повністю нормованих функцій на всій сфері, середнє 

інтегральне значення квадрату функцій (3.43) на сегменті сфери завжди рівне 

одиниці, тобто 
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де σ – сегмент сфери. 

 Розглянемо норму Шмідта. Нормовану таким чином функцію можна 

записати у вигляді 
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де kmK  – норма Шмідта. Для m = 0 норма Шмідта визначається як 

.1kmK                                                        (3.46) 
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У випадку, коли m ≠ 0, отримаємо вираз 
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Очевидно, що 
kn  є цілим числом тільки у випадку всієї сфери або півсфери. 

Якщо 
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  , доцільно використати формулу Стірлінга для наближеного 

обчислення функції факторіалу. Таким чином, за умови 0 mnk
наближено 

отримаємо [49] 
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а експоненціальні величини мають вигляд 
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 Зрештою, у даному випадку в (3.48) можна обмежитись визначенням 

тільки двох експоненціальних величин, оскільки точність визначення норми 

Шмідта суттєво не впливатиме на точність самої моделі. 

 

3.3    Перехід від регіональних до глобальних коефіцієнтів 

 Як було показано в підрозділі 2.1, будь-яку функцію на сфері можна 

розкласти в ряд по сферичних функціях. Отже, запишемо (2.12) у наступному 

вигляді 
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де nmnm hg ,  – глобальні коефіцієнти, а  mPnm cos)(cos  і  mPnm sin)(cos  –  сферичні 

гармоніки. 
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 Так само, в підрозділі 3.1 показано, що будь-яку функцію, задану на 

сферичному сегменті, можна розкласти в ряд по сферичних функціях з дійсним 

порядком. Таким чином, запишемо (3.20) у вигляді 

),(cos).sincos(),(
0 0

 mn

k

k

m

kmkm k
PmHmGf 



 

                       (3.52) 

де 
kmkm HG ,  – регіональні коефіцієнти, а  mP mnk

cos)(cos  і  mP mnk
sin)(cos  – 

дробові сферичні гармоніки. 

 Розглянемо перехід від глобальних до регіональних коефіцієнтів [103]: 

.,, kmkmnmnm HGhg                                                             (3.53) 

Для цього розкладемо довільну дробову сферичну гармоніку в ряд по 

сферичних гармоніках 

).(cos).sincos(cos)(cos
0 0

 



 kn

k

k
n

k

n

knm PBAmP 


 

             (3.54) 

Домноживши обидві сторони (3.54) на mcos , проінтегрувавши по λ в межах 

[0;2π], бачимо, що залишаються тільки ті члени, для яких m , а саме 

).(cos)(cos  mn

mk

n

kmnm k
PAP 





                                    (3.55) 

 Аналогічний вираз отримаємо, розклавши сферичну гармоніку, яка 

містить msin . В такому випадку рівняння (3.54) перепишеться [103] 

).(cos).sincos(sin)(cos
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                (3.56) 

Домноживши обидві сторони (3.56) на msin і проінтегрувавши по λ в межах 

[0;2π], отримаємо 

).(cos)(cos  mn

mk

n

kmnm k
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



                                      (3.57) 

Також із (3.55) легко знайти вираз розкладу в ряд похідної 




d

dPnm )(cos
: 

.
)(cos)(cos









d

dP
A

d

dP mn

mk

n

km

nm k




                                                (3.58) 

На практиці у формулах (3.55) і (3.58) звичайно не використовують 

нескінченну кількість коефіцієнтів, а вибирають оптимальний максимальний 

порядок розкладу Km [38]. 
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Для знаходження коефіцієнтів n

kmA  із (3.55) здебільшого використовують 

спосіб найменших квадратів [108].  

 Врешті знайдемо перехід (3.53). Замінимо в (3.51) )(cosnmP  його виразом 

із (3.55), а потім порівняємо цей вираз із (3.52). Очевидно, перехід (3.53) набуде 

вигляду [103] 
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 Слід зауважити, що ряд (3.55) збігається з різною швидкістю. Ця 

швидкість залежить від ефектів поля, яке моделюється, а також від величини 

сферичного сегменту. Так, ряд збігається повільніше при моделюванні 

довгохвильових ефектів поля. При збільшенні сферичного сегменту ряд 

збігається швидше [102]. 

3.4    Метод ASHA визначення гармонічних коефіцієнтів 

Як було показано вище, практично будь-яку функцію на сегменті сфери 

можна представити рядом (3.20). Проте у випадку, коли необхідно досягнути 

досить великого максимального порядку моделі, складно знаходити власні 

числа 
kn  [73, 83], а також норму функції (3.32), (3.33) або (3.47) [29]. В такому 

випадку доцільно замінити функції (3.25) простішими, які б мали зручні 

рекурсивні співвідношення [35].  

Для цього розглянемо добре відомі функції Лежандра цілого степеня і 

порядку. Вони формують ортогональну систему функцій на відрізку  ,0 , а 

також дві ортогональні системи функцій на відрізку 








2
,0


 подібно до функцій 

(3.25). Перехід від системи координат ,,шапки” сфери ),,( r  до нової системи 

координат на половині сфери ),,(  r  матиме вигляд: 


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                                                     (3.60) 

де 
02


s , 0  – половинний кут шапки сфери. 

Перехід (3.60) у геоцентричній системі координат матиме вигляд 
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Розглянемо, як зміниться рівняння Лапласа (2.1) після трансформації 

(3.60). Очевидно, зміни будуть тільки для функції від  . Таким чином, 

запишемо друге рівняння із (2.3) у більш зручному вигляді: 
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де Р – це розв’язок рівняння (3.62): 

).(cosnmPP                                                    (3.63) 

Згідно теореми Муавра у рівнянні (3.62) неможливо перейти від sin  до 

 sin . Проте у випадку, коли сферична шапка є невелика [101], можна 

використати заміну  sin . Таке представлення дає наближення порядку 

більше 99% при 140   і 98% при 200  . Тоді рівняння (3.62) набуде вигляду 

[35]  
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Рівняння (3.65) являє собою наближений вираз диференціального 

рівняння Лежандра. Для переходу    використаємо наступні очевидні 

співвідношення: 
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В такому випадку (3.65) набуде вигляду 
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Оскільки для половини сфери knk  , формулу (3.67) можна використати 

для наближеного знаходження власних чисел 
kn  для m = 0 

2/)1()1( snnkk  .                                         (3.68) 

Із (3.68) легко знаходимо наближений вираз для власних чисел 

5.025.0)1(2  kksnk .                                    (3.69) 

Такий метод дістав назву ASHA [8, 35]. Його практична реалізація 

передбачає наступні дії: 

– 1) обертання сферичних координат (щоб вихідні дані потрапили на 

сферичну ,,шапку”); 

– 2) проектування вихідних даних із сферичної шапки на половину 

сфери; 

– 3) знаходження невідомих коефіцієнтів з використанням способу 

найменших квадратів; 

– 4) повернення до початкової системи координат (з половини сфери до 

сферичної ,,шапки” і, остаточно, до локальної системи координат). 

Для очності на рисунку 3.2 зображено порівняння функцій з цілими і 

дійсними порядками. 

 

Рис. 3.2 Функції )(cos),(cos),(cos 302010  sPsPsP  на сегменті сфери 900   

(суцільна лінія) та )(cos),(cos),(cos 000 321
 nnn PPP  на сегменті сфери 250   

(штрих-пунктирна лінія), де ]25;0[    
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 Необхідно відзначити, що після трансформації вихідних даних з сегменту 

на половину сфери функції, що використовуються для моделювання 

регіонального гравітаційного поля, можна розкласти в скінченні 

гіпергеометричні ряди, а отже між ними виникають прості рекурсивні 

співвідношення. Також набагато легше знаходити норми та власні числа таких 

функцій.   

3.5 Метод TOSCA  визначення гармонічних коефіцієнтів 

Техніка SCHA зручна для моделювання регіональних полів, оскільки вона 

передбачає використання функцій з коротшою довжиною хвилі, аніж у 

звичайних сферичних функцій. Проте використання даної техніки 

ускладнюється у випадку, коли вихідні дані розміщені неоднорідно. В 

більшості випадків це стосується регіонів, форма яких відрізняється від 

сегменту сфери. Тоді вихідні дані міститимуться всередині регіону з більшою 

густиною, і, очевидно, така густина буде спадати при віддаленні від центру. За 

таких обставин необхідно використовувати дещо іншу техніку. Розглянемо 

можливість переміщення початку системи координат з центру Землі до її 

поверхні. Такий метод дістав назву TOSCA [8, 36] на честь дивовижної і 

прекрасної опери Пуччіні 1900 року. 

Таким чином, TOSCA діє свого роду як фільтр і представляє дані в дуже 

дрібних деталях (малі довжини хвиль) в центрі регіону, і згладжує їх (великі 

довжини хвиль) на шляху до границі регіону [100]. 

Оригінальний підхід TOSCA полягає у використанні SCHА в новій 

референцній системі зі зміщеним центром вертикально вздовж радіусу з центру 

Землі. Формули переходу між цими системами координат мають вигляд [36] 

;

;

;

01

1

1

ZZZ

YY

XX







                                                     (3.70) 

де X,Y,Z – координати в сферичній системі (після обертання вихідних даних на 

,,шапку” сфери); 111 ,, ZYX  – координати в новій зміщеній референцній системі. 

Очевидно, перехід (3.70) у сферичних координатах матиме вигляд (рис. 3.3) 
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Позначивши центральний кут сферичної ,,шапки” α у системі координат 

},,{ r , і відповідно α1 – у системі координат },,{ 111 r , можна легко встановити 

між ними зв’язок 
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Рис. 3.3 Зміщення системи координат для використання 

TOSCA у 3D вигляді (a) і 2D вигляді (b) 

 

.
sin

sin

1

1



RR                                                    (3.72) 

 

Величина вертикального зміщення задається формулою 

 

.coscos 110  RRz                                           (3.73) 

 

Очевидно, величина 1  завжди більша за  . Також слід зазначити, що 

нові функції Лежандра, обчислені аналогічно як у SCHА, але у новій системі 

координат, залишаються розв’язком рівняння Лапласа. 

На рисунку 3.4 зображено відмінність між функціями, які представляють 

техніки SCHA та TOSCA. 
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Рис. 3.4 Базові функції для техніки SCHA (a) та TOSCA (b) 

для сферичного сегменту 350     

Слід зауважити, що недоліком техніки TOSCA є той факт, що її 

практично неможливо використати для сегменту сфери, а необхідно 

використовувати для ,,шапки” сфери [82]. У випадку, коли необхідно 

використовувати велику кількість вихідних даних, а також досягти великого 

порядку моделі, це призводить до значного ускладнення обчислень. 

Розглянемо розрізнювальну здатність моделей, побудованих за 

вищепереліченими техніками, і, зокрема, за технікою TOSCA. Розрізнювальна 

здатність моделі, побудованої з використанням сферичних функцій цілого 

степеня і порядку на всій сфері має вигляд 
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де r – радіус сфери, 
mK  – максимальний порядок моделі. 

 У випадку SCHA формула розрізнювальної здатності моделі набуде 

вигляду 
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де 
mKn  – власне число, що відповідає максимальному порядоку моделі 

mK . 

 У випадку ж ASHA формула розрізнювальної здатності моделі буде 

наступна: 
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де 
0  – сферична координата границі сегменту сфери. 

 І, врешті, розрізнювальну здатність моделі для техніки TOSCA можна 

обчислити за формулою 
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де 
sr  – це радіус сфери з новим початком координат О1 (рис. 3.4), а 

.5.0)5.0(
90

1

~  mk
Kn


                                         (3.78) 

 Очевидно, із формули (3.77) можна знаходити оптимальну величину 

вертикального зміщення 
0z . 

 

 

3.6    Побудова локальних гармонічних коефіцієнтів 

 Як показано в підрозділі 3.4, будь-яку функцію на півсфері можна 

розкласти в ряд 

  ),(cos)sin()cos(),(
0 0

 nm

K

n

n

m

nmnm Pmbmaf
m


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                    (3.79) 

де )(cosnmP  – повністю нормовані функції Лежандра. Також по аналогії з (3.43) 

введемо умовне позначення 
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 Запишемо (3.79) в матричному вигляді 

, LAX                                                (3.81) 

де А – матриця параметричних рівнянь, L – вектор вільних членів, X – вектор 

невідомих коефіцієнтів, ν – вектор поправок. 

 Оскільки на півсфері функції Лежандра втрачають свою ортогональність, 

коефіцієнти 
nma  та nmb  можна знайти способом найменших квадратів. При 

цьому виникає необхідність працювати з величезними масивами вихідних 

даних, що потребує великої кількості часу навіть при використанні сучасних 

комп’ютерів. Наприклад, при побудові моделі 100-го порядку потрібно 

обернути матрицю нормальних рівнянь порядку > 10 000. Також, якщо вихідні 

дані розміщені нерівномірно, матриця нормальних рівнянь стає погано 

обумовленою, що спричиняє нестійкий розв’язок. 

 Таким чином, спершу необхідно вихідні дані спроектувати на деяку 

рівномірну сітку. На рисунку 2.3 подано типові рівномірні сітки. Для задач 

моделювання в геодезії необхідно використовувати сітку, яка допоможе 

скоротити процес обчислення та обертання матриці нормальних рівнянь та 

невідомих коефіцієнтів. В зв’язку з цим пропонується рівномірна сітка і 

відповідний алгоритм наступного змісту [6]. 

 Нехай для певної паралелі const  в першому октанті розміщено r точок 

з довготами rii ,1,  , при чому constii  1 . Крім цього, в інших 

октантах довготи можна знайти за формулою 

)1(901  ji

j

i  ,                                                 (3.82) 

де j – це номер відповідного октанту, тобто 4,3,2,1j . Очевидно, для такої 

рівномірної сітки відстань між паралелями може бути довільною (рис. 3.5). 
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Рис. 3.5 Рівномірна сітка для технік SCHA та ASHA 

 Із рівнянь (3.80), (3.81) та (3.82) можна знайти елементи матриці 

нормальних рівнянь (оскільки матриця нормальних рівнянь симетрична, 

відображено тільки нижню трикутну матрицю) : 

,
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де 
  


s

k

r

i j1 1

4

1

, s – кількість паралелей, ),( j

iknmnm RR  , ),( j

iknmnm SS  . 

 Розглянемо матрицю нормальних рівнянь (3.83), побудовану для деякої 

паралелі const . В такому випадку добутки )(cos)(cos
2211

 mnmn PP   будуть 

сталими величинами і їх можна винести за знак суми. Для сітки (3.82) мають 

місце наступні тригонометричні співвідношення [26]: 
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                               (3.84) 

 Фактично, ці формули є аналогом формул (2.24-2.26). 

 Із формул (3.83) і (3.84) видно, що всі елементи матриці нормальних 

рівнянь N для паралелі const  типу ),(),(
2211

 mnmn RR   та ),(),(
2211

 mnmn SS   

не рівні нулю тільки у випадку, коли 21 mm  . В свою чергу елементи типу 

),(),(
2211

 mnmn SR   рівні нулю в будь-якому випадку. 

Сумування по паралелях дає аналогічний результат, оскільки, наприклад, 

 
  


s

k

r

i j

j

ikmn

j

ikmn RR
1 1

4

1

0),(),(
2211

                               (3.85) 

при 21 mm  . 

Таким чином, матрицю нормальних рівнянь (3.83) можна подати у 

вигляді  

.
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N                    (3.86) 

Порівняння (3.83) і (3.86) показує, що елементи матриці (3.86) можна 

порахувати в d разів швидше : 

  1)1(2

)1()1(

2

1

2

24









mm

K

i

mm

KKii

KK
d

m

.                                   (3.87) 

Очевидно, що зі збільшенням порядку Km коефіцієнт d значно 

збільшується (рис. 3.6). 
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Рис. 3.6 Порівняння швидкості обчислення  

коефіцієнтів матриці нормальних рівнянь  

для 10-го порядку за формулами (3.83) (зелена крива) та (3.86) (синя крива) [13] 

Проте процес обертання матриці (3.83) або (3.86) займає одинакову 

кількість часу. Крім того, зі збільшенням порядку Km може втрачатися точність 

знаходження невідомих коефіцієнтів. Тому виникає необхідність пошуку 

аналітичних виразів для знаходження невідомих гармонічних коефіцієнтів 

[12,13].  

Візьмемо до уваги, що зв’язок між матрицею нормальних рівнянь і 

матрицею параметричних рівнянь має вигляд 

,AAN T                                                 (3.88а) 

а також введемо умовне позначення 

.LAQ T                                                  (3.88б) 

Тоді, розв’язавши (3.81) під умовою   min , отримаємо  

.QNX                                                    (3.88в) 

Із (3.88) видно, що між собою корелюють тільки коефіцієнти типу 

),(),(
21

 mnmn RR   або типу ),(),(
21

 mnmn SS  , причому тільки з однаковими m. 

На основі цього отримано наступні системи рівнянь [6]: 
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,                     (3.89) 

де ),( mi  , ),( mi  . 

Формули (3.89) показують, що замість обертання матриці порядку 

2)1( Km  достатньо обернути )12( Km  матриць порядків від 1 до )1( Km . 

Із рівнянь (3.84) видно, що формули (3.89) для сегменту сфери будуть 

аналогічними. Отже, такий підхід можна використовувати як для техніки 

ASHA, так і для SCHA [5]. 

Проте, із формули (3.29) видно, що для використання техніки SCHA 

доцільно розробити алгоритм обчислення функції )(cosmnk
P  мінімальну 

кількість разів (оскільки такі функції можна обчислити виключно за допомогою 

розкладу їх в гіпергеометричний ряд). Такий алгоритм пропонується 

створювати для рівномірної сітки (3.82). 

 Перепишемо формулу (3.79) у вигляд: 


  


m

k

m

k

K

k

n

m

mnkm

K

k

n

m

mnkm PmbPmaf
1 01 0

).(cos)sin()(cos)cos(),(              (3.90) 

Тоді матрицю нормальних рівнянь можна подати у вигляді, як це показано на 

рисунку 3.7. 

 

Рис.3.7 Структура матриці нормальних рівнянь 

Введемо умовне позначення 
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)(cos)(  mnkm k
PD                                                (3.91) 

і матриці [13] 
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де Пі – номер паралелі, а q – кількість паралелей (наприклад, 2П  – значення 

широти на другій паралелі), а також 
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де Σ означає сумування по всіх точках будь-якої паралелі. 

Розглянемо питання розмірності введених матриць. Отже, матриця N  має 

розмірність  1)1(1)1( 22  mm KK , Nc – 
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Елементи матриць (3.94) та (3.95) можна порахувати аналітично за 

формулами (3.84). 

Введемо умовне позначення ,,*”. Воно означатиме поелементне 

множення двох матриць. Тобто, якщо маємо дві матриці А і В однакової 

розмірності, то С=А*В означає сij = aij   bij. На такій основі отримаємо отримає-

мо 

.~
*)(

~
*)(









SS

T

SS

CC

T

CC

DDDN

DDDN
                                                (3.96) 

 Отже, реалізуючи даний алгоритм, мінімізується кількість використання 

формули (3.29), що значно пришвидшує процес обчислень.  

3.7 Модифікація методу ASHA для побудови регіонального гравітаційного 

поля 

 В підрозділі 3.6 детально розкрито методику побудови матриці 

нормальних рівнянь та знаходження невідомих коефіцієнтів при апроксимації 

довільної функції на сегменті сфери. Проте під час апроксимації залишків 

гравітаційних аномалій у вільному повітрі методом ASHA не 

використовуються сферичні функції нульового та першого порядків, в зв’язку з 

чим було розроблено алгоритм [13]. 

 Накладемо на формули (3.79) наступні умови 

 nmnm Cn
R

GM
a )1(

2
,                                       (3.97) 

 nmnm Sn
R

GM
b )1(

2
,                                       (3.98) 

0111000111000  bbbaaa .                            (3.99) 

 Через умову (3.99) зміниться структура та розмірність матриці 

нормальних рівнянь (3.86). В даному випадку матриця нормальних рівнянь N 

набуде вигляду [13] 
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Для знаходження невідомих коефіцієнтів на формулу (3.89) необхідно 

накласти додаткову умову 

2, ji ,                                         (3.101) 

яку вважатимемо домінуючою над всіма попередніми умовами (3.89). 

В такому випадку після приведення матриці нормальних рівнянь до 

вигляду (3.90), щоб забезпечити необхідну структуру даної матриці (рис. 3.7), 

видозміняться і всі допоміжні матриці Dc, DS, D
~

c і D
~

s. Вони приймуть вигляд 

[13] 
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Розмірності вищенаведених матриць будуть наступними: N  –
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 Алгоритм моделювання регіонального гравітаційного поля, виражений 

формулами (3.97-3.105), представляє собою оптимізацію використання способу 

найменших квадратів з врахуванням властивості дискретної ортогональності 

базової системи функцій. В даному випадку більшість елементів матриці 

нормальних рівнянь стають рівні нулю, і їх обчислення немає сенсу. Також 

максимальний порядок матриці, яку необхідно обернути, зменшується із 

величини 2)1( Km  до величини )1( Km . Навіть при сучасних обчислювальних 

можливостях цей факт відіграє значну роль при моделюванні регіональних 

гравітаційних полів високих порядків. 

 

3.8    Висновки до розділу 3 

В даному розділі проаналізовано різні методи побудови регіонального 

гравітаційного поля. Особливий акцент поставлено на такі методи як SCHA та 

ASHA. Метод SCHA ґрунтується на розкладі потенціалу в ряд за сферичними 

функціями Лежандра цілого степеня і дійсного порядку. Порядок виражається 

функцією величини регіону, що досліджується. Цей метод має свої переваги та 

недоліки. До переваг слід віднести той факт, що такі функції складають дві 

ортогональні системи для заданого регіону. Недоліком такого підходу є 

необхідність знаходити дійсні порядки і норми таких функцій, що потребує 

великих затрат машинних ресурсів при збільшенні порядку моделі. Крім того, 

невідомі рекурсивні зв’язки між такими функціями Лежандра, через що 

потрібно користуватися не дуже зручними виразами гіпергеометричного ряду. 

Метод ASHA можна розглядати як дочірній метод від SCHA. Для 

використання цього методу необхідно спроектувати вихідні дані з певного 

регіону на півсферу. В такому випадку виникають прості рекурсивні 

відношення між функціями Лежандара, що значно спрощує процес їх 

обчислення. 
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Після використання методів SCHA чи ASHA для моделювання 

регіонального гравітаційного поля за допомогою способу найменших квадратів 

виникає матриця нормальних рівнянь великого розміру, з якою незручно 

працювати. В цьому розділі запропоновано алгоритм побудови матриці 

нормальних рівнянь і знаходження невідомих коефіцієнтів моделі з 

використанням ортогональних властивостей функцій Лежандра цілого степеня і 

дійсного порядку. 
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РОЗДІЛ 4. ПОБУДОВА ПОВЕРХНІ РЕГІОНАЛЬНОГО  

(КВАЗІ)ГЕОЇДА НА ТЕРИТОРІЮ АРКТИКИ 

4.1     Арктичний гравітаційний проект 

З метою створення регіонального (квазі)геоїда на територію Арктики 

(рис. 4.1) організацією NGA було розроблено проект AGP, який передбачав 

створення гріду гравітаційних аномалій у вільному повітрі роздільною 

здатністю 5'×5' на дану територію з використанням даних аерогравіметрії, 

супутникової альтиметрії, а також даних морської гравіметрії [60, 80].  

 

Рис. 4.1 Арктичний регіон 
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З початку 90-х років минулого століття Арктика була в центрі уваги 

різних батіметричних і гравіметричних місій. Розвиток сучасних батіметричних 

даних в Арктиці було розпочато в 1997 році під егідою Міжнародного 

гідрографічного бюро (МГБ) з метою їх компілювання північніше широти в  

64°.  

В свою чергу, МГБ розробило Міжнародну батіметричну карту океану 

для використання картографами та дослідниками, чиї роботи вимагають 

детального і точного знання про глибину і форму дна Північного Льодовитого 

океану [68]. 

На додаток до діяльності МГБ, на міжнародній конференції по 

Арктичному Полю в м. Целле (Німеччина), в жовтні 1998 року виникла 

ініціатива розробити докладну гравіметричну базу даних на територію 

Арктики. Метою проекту AGP була розробка бази даних гравітаційних 

аномалій у вільному повітрі на рівномірній сітці 5'x5' північніше широти в 64°, 

включаючи Північний Льодовитий океан, Гренландію і території  Північної 

Америки та Росії [33]. Національне агентство з картографії (NIMA) Сполучених 

Штатів Америки зберігає дані для проекту та виконує їх компіляцію за 

підтримки всіх членів робочих груп AGP. Додатковими завданнями для робочої 

групи AGP є порівняння і калібрування різних джерел гравітаційних даних, 

наприклад, порівняння даних аерогравіметрії, а також супутникових, наземних і 

даних морської гравіметрії. Задекларована точність цих даних наступна: дані 

аерогравіметрії мають точність порядку 2 мГал, дані морської гравіметрії – 6 

мГал, а точність даних супутникової альтиметрії < 5 см. Таки чином, очікувана 

точність висот квазі(геоїда) складає 15 см [81]. Загальний перелік країн, що 

беруть участь в AGP, включає Сполучені Штати Америки, Данію, Канаду, 

Росію, Норвегію, Швецію, Фінляндію, Ісландію, Англію, Францію і Німеччину. 

Міжнародна асоціація геодезії схвалила AGP як "спеціальну дослідницьку 

групу", що належить до Комісії III - визначення гравітаційного поля [90]. 
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Гравітаційні аномалії у вільному повітрі за даними проекту AGP APg  з 

роздільною здатністю 5'×5' на території Арктики (рис. 4.2) використано для 

насступних емпіричних досліджень. 

 

 

Рис. 4.2 Гравітаційні аномалії у вільному повітрі APg  з AGP 

 

4.2 Методика побудови регіонального (квазі)геоїда  

Для побудови регіонального (квазі)геоїда традиційно використовується 

процедура ,,Вилучення-Відновлення’’ [62, 75]. Вона передбачає ,,Вилучення” з 

вихідних даних систематичної складової і моделювання отриманих залишків з 

подальшим ,,Відновленням’’ систематичної складової. Такий підхід дозволяє 

отримати найкращу лінійну оцінку – найбільш надійну незміщену лінійну 

оцінку з мінімальною дисперсією.  
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Розіб’ємо висоту (квазі)геоїда   на дві частини [69, 87]: 

M  ,                                                        (4.1) 

де   – внесок висот (квазі)геоїда, що відповідає короткохвильовим 

особливостям гравітаційного поля, а M  – внесок висот (квазі)геоїда, що 

відповідає довгохвильовим особливостям гравітаційного поля і який можна 

обчислити, використовуючи глобальну модель гравітаційного поля [14].  

 Внесок висот (квазі)геоїда M  можна знайти за добре відомою формулою  
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де   – це нормальна сила тяжіння, 
mK  – максимальний порядок моделі,          

nmC , nmS  – повністю нормовані коефіцієнти деякої глобальної моделі. 

 Також необхідно знайти модельні значення гравітаційних аномалій у 

вільному повітрі Mg  
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Провівши операцію ,,Вилучення”, отримаємо залишкові значення 

гравітаційних аномалій у вільному повітрі g : 

 MВИМ ggg  ,                                                  (4.4) 

де ВИМg  – виміряні значення гравітаційних аномалій у вільному повітрі. 

 Розглянемо використання методів SCHA та ASHA для моделювання 

залишкових значень гравітаційних аномалій у вільному повітрі g  [37, 58]. В 

методі SCHA збурюючий потенціал має вигляд  
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 (4.5) 

де 

mK  – максимальний порядок SCHA-моделі, *

kmC , *

kmS  – повністю нормовані 

коефіцієнти SCHA-моделі. Очевидно, розклад в ряд (4.5) починається з 

першого порядку, оскільки knk  , якщо 
2

0


  .  
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 В свою чергу, в методі ASHA 
2

0


  , і збурюючий потенціал можна 

записати в наступному вигляді 
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 Зв’язок між гравітаційними аномаліями у вільному повітрі та збурюючим 

потенціалом можна подати як розв’язок граничної задачі Молоденського: 
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де r – сферична координата, Q0 – точка на телуроїді. 

 Зв'язок між збурюючим потенціалом і (квазі)геоїдом дається формулою 

Брунса 

              



T

 .                                                      (4.8) 

Таким чином, SCHA-модель залишкових значень гравітаційних аномалій 

у вільному повітрі матиме вигляд 
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В свою чергу, ASHA-модель набуде вигляду 
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4.3    Формування вхідних даних 

Для побудови регіонального (квазі)геоїда на регіон Арктики використано 

метод ASHA в межах процедури ,,Вилучення-Відновлення” [77]. 

Внесок M  було обчислено з використанням формули (4.2), 

використовуючи глобальну гравітаційну модель EGM 2008 до 360-го порядку 

[11, 84] (рис. 4.3). 
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Рис. 4.3. Внесок висоти (квазі)геоїда M , що відповідає довгохвильовим  

особливостям гравітаційного поля 

 

Також було обчислено гравітаційні аномалії у вільному повітрі Mg  за 

моделлю EGM 2008 до 360-го порядку за формулою (4.3) (рис. 4.4). 
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Рис. 4.4. Гравітаційні аномалії у вільному повітрі Mg , обчислені  

за моделлю EGM 2008 до 360-го порядку [84, 85] 

 

Провівши операцію ,,Вилучення”,  

 

MAP ggg  ,                                                             (4.10) 

 

отримаємо залишкові значення гравітаційних аномалій у вільному повітрі g  

(рис 4.5). 
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Рис. 4.5 Залишкові значення гравітаційних аномалій  

у вільному повітрі g  

 Якщо в формулу (3.74) підставити максимальний порядок моделі 360, а в 

формулу (3.76) підставити 100 (при сегменті сфери у 25 градусів), то в обох 

випадках розрізнювальна здатність складе половину градуса. З цього випливає, 

що глобальна модель 360-го порядку є еквівалентна по точності ASHA-моделі 

до 100-го порядку. Тому в даній роботі була побудована ASHA-модель до 150-

го порядку. 

4.4    Побудова регіонального гравітаційного поля на територію Арктики 

 Використовуючи алгоритм, розглянутий детально в підрозділі 3.7, було 

побудовано ASHA-модель залишків гравітаційних аномалій у вільному повітрі 

modg  на територію Арктики до 150-го порядку (рис. 4.6). Підставивши у 
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формулу (3.87) максимальний порядок моделі, що використовувався, бачимо, 

що модель була обчислена швидше у приблизно 224 рази у порівнянні з 

використанням класичного методу найменших квадратів.  

 Як видно із рисунків 4.5 та 4.6, як самі залишкові значення гравітаційних 

аномалій, так і їх модельні значення знаходяться в межах від -4 мГал до +5 

мГал.  

 

Рис. 4.6. ASHA-модель залишків гравітаційних аномалій  

у вільному повітрі на територію Арктики до 150-го порядку 

 Далі з використанням формул (4.6-4.8) визначено залишкові значення 

(квазі)геоїда   (рис. 4.7). Практично всі залишкові значення даного 

(квазі)геоїда лежать в межах від -0.4 м до 0.5 м, що добре узгоджується із 

відповідними залишковими значеннями гравітаційних аномалій у вільному 

повітрі. 
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Рис. 4.7 Залишкові значення (квазі)геоїда   

на територію Арктики 

 

  

 Таким чином, була отримана комбінована модель регіонального 

(квазі)геоїда на територію Арктики (рис. 4.8). Така комбінована модель являє 

собою суму глобальної моделі EGM2008 і ASHA-моделі 
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Основні характеристики полів гравітаційних аномалій у вільному повітрі, 

такі як мінімальне, максимальне та середнє значення, а також середня 

квадратична похибка, подано в таблиці 4.1. Основні характеристики полів 

висот (квазі)геоїда подано в таблиці 4.2. 



99 

 

 

 

Рис. 4.8 Регіональний (квазі)геоїд на територію Арктики 

Таблиця 4.1  

Основні характеристики полів гравітаційних аномалій у вільному повітрі 

 Мін., мГал Макс., мГал Сер., мГал СКП, мГал 

AGPg  -167.5 222.7 3.50 27.32 

)( modggM    -154.3 198.4 3.10 26.62 

  

Таблиця 4.2  

Основні характеристики полів висот (квазі)геоїда 

 Мін., м Макс., м Сер., м СКП, м 

M  -40.5 68.1 10.8 17.85 

  -41.0 68.2 10.9 17.89 
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 Як видно із таблиці 4.1, середня квадратична похибка модельних значень 

гравітаційних аномалій у вільному повітрі складає 26.62 мГал, своєю чергою  

гравітаційні аномалії у вільному повітрі з AGP мають середню квадратичну 

похибку 27.32 мГал. Відповідно, судячи з даного показника, реальні і модельні 

значення гравітаційних аномалій у вільному повітрі узгоджуються між собою в 

межах трьох процентів. Таблиця 4.2 ілюструє, що отримана модель висот 

(квазі)геоїда за всіма характеристиками узгоджується з моделлю висот 

(квазі)геоїда із EGM2008 на даний регіон. 

Для порівняння отриманої моделі висот (квазі)геоїда (4.11) було 

використано 49 точок, на яких проводилося GPS-нівелювання на території 

Арктики. Ці точки було взято з Міжнародно центру моделей глобальних 

гравітаційних полів (ICGEM). Схема розміщення даних точок зображена на 

рисунку 4.9. 

 

 

 

Рис. 4.9 Схема розміщення точок GPS-нівелювання 
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 В таблиці 4.3 подано різниці d між модельними значеннями висот 

(квазі)геоїда та значеннями, отриманими з GPS-нівелювання. 

 

Таблиця 4.3 

 Різниці між модельними значеннями висот (квазі)геоїда та значеннями, 

отриманими з GPS-нівелювання 

B, ° L, ° d, m  B, ° L, ° d, m  B, ° L, °  d, m  

68,302 226,489 0,153 67,663 226,151 -0,015 65,193 236,566 0,104 

67,437 226,228 0,109 67,908 226,425 0,124 68,250 225,204 0,071 

67,457 226,246 0,188 68,192 226,563 0,123 65,361 221,700 0,113 

67,098 223,874 -0,108 68,562 226,024 0,037 67,792 226,222 0,116 

67,245 224,793 -0,156 68,690 225,864 0,076 68,037 226,512 0,137 

67,429 225,134 0,059 68,754 225,651 0,084 68,898 225,470 0,116 

67,416 225,126 0,070 69,061 225,408 0,095 68,373 225,902 0,094 

65,068 221,751 -0,103 69,226 225,757 0,138 68,306 226,473 0,149 

65,772 222,154 -0,063 69,437 226,986 0,257 69,438 227,006 0,261 

65,899 222,470 -0,002 69,437 227,011 0,291 68,203 224,885 0,025 

66,261 223,191 -0,063 68,217 224,998 -0,041 68,292 225,570 0,194 

66,449 223,367 -0,021 68,148 224,564 0,059 82,491 297,676 -0,551 

66,565 223,692 -0,264 65,275 233,214 0,260 74,691 265,106 -0,463 

69,288 226,096 0,119 65,281 233,157 0,248 67,818 244,868 -0,439 

65,193 236,575 0,097 66,253 231,356 0,265 69,377 278,190 -0,439 

67,543 226,212 0,111 66,257 231,370 0,312 70,736 242,239 -0,393 

82,494 297,660 -0,561             

 

Використовуючи дані з таблиці 4.3, було обчислено середню квадратичну 

похибку отриманих різниць. Вона склала ±0.22м. Також була обчислена 

середня квадратична похибка різниць між висотами (квазі)геоїда з моделі 

EGM2008 та висотами з GPS-нівелювання на цих точках, і вона склала ±0.26м. 

Отже можна констатувати, що запропонована модель висот (квазі)геоїда 

краща за модель висот (квазі)геоїда із EGM2008 на даний регіон. 

4.5    Висновки до розділу 4 

В даному розділі апробовано модифікований метод ASHA для побудови 

регіонального гравітаційного поля з використанням процедури ,,Вилучення – 

Відновлення”. За вхідні дані  було обрано гравітаційні аномалії у вільному 

повітрі на території Арктики з AGP на рівномірній сітці розміром 5'×5'. З цих 
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аномалій було видалено гравітаційні аномалії у вільному повітрі, побудовані за 

моделлю EGM 2008 до 360-го порядку. 

Залишки гравітаційних аномалій у вільному повітрі були апроксимовані 

модифікованим методом ASHA до 150-го порядку. Також за коефіцієнтами цієї 

моделі визначено залишки висот (квазі)геоїда. Після виконання процедури 

,,Відновлення” отримано висоти регіонального (квазі)геоїда на територію 

Арктики. 

Таким чином, була отримана комбінована модель регіонального 

гравітаційного поля, яка складається з коефіцієнтів глобальної моделі EGM 

2008 до 360-го опрядку та ASHA-коефіцієнтів до 150-го порядку. 

Середня квадратична похибка гравітаційних аномалій у вільному повітрі 

з AGP становить 27,32 мГал, а середня квадратична похибка гравітаційних 

аномалій у вільному повітрі з отриманої комбінованої моделі – 26,62 мГал. В 

свою чергу, середня квадратична похибка висот (квазі)геоїда з моделі EGM 

2008 до 360-го порядку та комбінованої моделі становить відповідно 17,85 м та 

17,89 м. 

Отриману комбіновану модель регіонального (квазі)геоїда на територію 

Арктики було порівняно із висотами (квазі)геоїда ряду у точках, отриманих із 

GPS-нівелювання. Середня квадратична похибка різниць висот (квазі)геоїда в 

даному випадку склала ±0,22 м. Середня квадратична похибка різниць між 

висотами (квазі)геоїда з моделі EGM 2008 до 2190 ступеня/порядку та висотами 

з GPS-нівелювання на цих точках складає ±0,26м. Тобто, отримана модель 

суттєво зменшує час обчислень без втрати точності.  
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Висновки 

 В результаті аналізу різних підходів та алгоритмів апроксимації 

регіонального гравітаційного поля вибрано алгоритм ASHA. Він передбачає 

використання базової неортогональної системи функцій. В дисертаційній 

роботі розроблено оптимізований алгоритм визначення невідомих коефіцієнтів 

моделі при побудові регіонального гравітаційного поля. Такий алгоритм 

дозволяє швидше будувати матрицю нормальних рівнянь та уникати більшості 

похибок, що виникають під час підсумування великої кількості даних. Також 

обґрунтовано побудову комбінованої моделі регіонального гравітаційного поля, 

яка включає в себе як коефіцієнти глобальної моделі, так і знайдені за 

допомогою вищезгаданого алгоритму коефіцієнти регіональної ASHA-моделі. 

Отримання такої моделі дає змогу побудувати регіональний (квазі)геоїд на 

даний регіон. 

 Як вихідні дані в роботі використано гравітаційні аномалії у вільному 

повітрі на територію Арктики з проекту AGP, розміщені на рівномірній сітці 

5'×5'.  

 Оскільки зберігається тенденція до побудови моделей все більшої 

роздільної здатності, а отже виникає необхідність оперувати великою кількістю 

вихідних даних, пропонований метод має очевидну перспективу і є дієвим 

апробованим засобом обчислення моделей регіональних гравітаційних полів. 

 У роботі розв’язано такі основні задачі: 

1. Розроблено та реалізовано алгоритм створення комбінованої моделі 

регіонального гравітаційного поля; 

2. Отримано формули для побудови та обертання розрідженої матриці 

нормальних рівнянь при моделюванні регіонального гравітаційного поля 

(3.89); 

3. Оптимізовано алгоритм побудови регіонального гравітаційного поля, 

який дає змогу суттєво зменшити час обчислень без втрати точності; 

4. Побудовано комбіновану модель регіонального гравітаційного поля на 

територію Арктики, достовірність якої підтверджено на двох незалежних 
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масивах даних. Порівняння даної моделі по висотах (квазі)геоїда 

проводилося з моделлю EGM 2008 та на ряді точок з висотами 

(квазі)геоїда, отриманими за допомогою GPS-нівелювання. 

 Запропонований алгоритм створення комбінованої моделі регіонального 

гравітаційного поля за допомогою неортогональної системи функцій може 

використовуватися для побудови регіонального квазігеоїда з використанням 

різних видів вихідних даних на регіон, який за формою близький до сегменту 

сфери.  
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